Na natjecanju Lucko 2016. godine, koleghaja Zel¢i¢ odrzala je predavanije zéitelje mentore pod
nazivom Diofantske jednadzbe. Uz prezentaciju satimadno mailom dobili i ovaj materijal.

Najtoplije zahvaljujem kolegici Maji Z&i¢ na dozvoli da ovaj materijal objavim na svojim wsttanicama.

Antonija Horvatek
Watematiba na dlana

http://www.antonija-horvatek.from.hr/
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Xy+2x=7

Xy+2x=7 =

U skupu cijelih brojeva rijeSi jednadZbe:

Metoda dijeljenja

= y:—2+—7

Xy=7-2X = y=

-7 1
-1 -7
1 7
I 1

2. Xy=Xx+y

Xy=xty =

CoR{(-7-9 (~1-9 (15 ( % }

Xy- = x =y x1)= x=
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3. xy+3y-5x=18

RjeSenje:

% xy+3y-5x=18 = xy+3y=5% 18 = Y * 3= 5% 18= F5§+18

+3
¢ 5x+15+ 3 5(x+3)+3 3
= yE——— = yE———— = y=5+——
< X+3 X+ 3 X+ 3
g
3 0 1 6
1 2 3 8
-1 4 -3 2
-3 6 -1 4

4. 7(x+y)=xy
Rjesenje:
X
xy=7(x+y) = xy7yE7x=> Y xN=7x=> ¥ 7
_ 7x-49+ 49 _7(x-7)+49 ~ 49
== = 7 = y=" 1 7 = y=7+ =
xX=7 x=7 xX=7
1 8 49 56
1 6 -49 42
7 14 7 14
-7 0 -7 0
49 56 1 8
49 42 1 6

AANNANANANANAN
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5. xy+3y’=11
RjeSenje:
a2
xy=11-3y¢ =  x=_—Y *1l gt
y y

1 -3 11 8
-1 3 -11 -8
11 -33 1 -32

-11 33 -1 32

(xy){(87 (-8-3 (-32.10( 32 I
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Diofantske jednadZbe na natjecanjima u osnovnim skolama

? Py |

Q, . & )
@ A
A@

Metoda posljednje znamenke

DokaZi da jednadZbe nemaju rjeSenja u skupu cifebieva.
6. 10x+ 20y+ 3z= 2016
RjeSenje:

Brojevi 1, 20y i 30z su djeljivi s 10 pa im je zadnja znamenka 0. Njilabroj takaer zavrSava na O.
Kako broj s desne strane jednakosti zavrSava znemneB, to zadana jednadZba nema cjelobrojnih
rjesenja.

7. x(x+2)=2016
RjeSenje:

Pogledajmo sve moguosti zadnje znamenke umnoské + 2):

X 0/1(2|3|4|5|/6|7]8]|9
X+ 2 2 7 8

x(x+2) |0|4|8|5] 4/ 5 8 3 (@

w
N
a1
[o)]
[la)
=
=

[da}
T

Kako broj s desne strane jednakosti zavrSava zneonef, zadana jednadzba nema cjelobrojnih
rjesenja.

8. x*+10y=1234567
RjeSenje:

Pogledajmo zadnje znamenke kvadrata cijelih brojeva

X ol1]23]4]5]6|7[8]9
X2 0|1]4] 9| 6] 51 6 9 4 1

Dakle, kvadrat cijelog broja moZe zavr3avati jedramhenamenaka 0, 1, 4, 5, 6 ili 9. S obzirom da
10y zavrSava znamenkom 0, zadnja znamenka’edOy moZe biti 0, 1, 4, 5, 6 ili 9.

Kako broj s desne strane jednakosti zavrSava zneonei, zadana jednadzba nema cjelobrojnih
rjesenja.
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Diofantske jednadZbe na natjecanjima u osnovnim skolama
9. x’-5y=8642468

RjeSenje:

Jer jex cijeli broj njegov kvadrat moZe zavrSavati jednothznamenaka 0, 1, 4, 5, 6, 9,yarBoZe
zavrSavati znamenkom O ili 5.

Pogledajmo sve mognosti zadnje znamenke razlike- 5y:

+ 10|14 5|6 |9
0|0 |1]4|5]6]09
5569/ 0] 1] 4
Kako broj s desne strane jednakosti zavrSava zrkoneB8, zadana jednadZzba nema cjelobrojnih
rieSenja.

10. x*(x* -3) = 2016
RjeSenje:
Jer jex cijeli broj njegov kvadrat moze zavrSavati jednodiznamenaka 0, 1, 4, 5, 6ili 9.

Pogledajmo sve mognosti zadnje znamenke umno3&é x* - 3):

Na ol1l4]5]6]9
X°-3 71 8] 1] 2| 3] 6

X(¥-8) (08| 4| 0|8l 4

- Kako broj s desne strane jednakosti zavrSava zneonel6, zadana jednadzba nema cjelobrojnih
rjieSenja.

11. x* +y* =33..33 (100 trojki)
RjeSenje:

Jer jex cijeli broj njegov kvadrat moZe zavr$avati jednodthznamenaka 0, 1, 4, 5, 6, %*moze
zavrSavati znamenkom O, 1, 6 ili 5.

Pogledajmo sve mognosti zadnje znamenke zbrojat y*:

o|Uk|O|+
oo oo

NN R E

Rlo|o|u|9
N[k~ o9

~ Kako broj s desne strane jednakosti zavrSava zneone, zadana jednadzba nema cjelobrojnih
rieSenja.
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Metoda faktorizacije

12. Koliko ima pravokutnih trokutaije su sve stranice cjelobrojne, a jedna kate@agm?

RjeSenje:
Katetaa = 6 cm.
vrijedi: & +b*=¢* = 36+P=¢ = J-B=36 = (c B & b=36
| Primijetimo da vrijedi:

~ = stranice cjelobrojne (prirodne)
* hipotenuza véa od katete, tic-b>0
* Cc—-b<cthb,

pa je dovoljno promatrati ove shijeve:

1 36 37
2 18 20 10 8
3 12 15
4 9 13

|

Postoji samo jedan pravokutan trokije su sve stranice cjelobrojne s katetom 6 cm.

RijeSi u skupu cijelih brojeva jednadzbe:
13. x> =7 =2xy
RjeSenje:

XX=7=2xy = X-2xy=7

>
>
>
>
7

1 7 6 -3
-1 -7 -6 3
7 1 -6 -3
-7 -1 6 3
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14. x* - y? = 2017

Rje3enje:

X’ -y*=2017 =

2017 je prost broj, pa promatramodsjeve:

(x=y)( x+ y= 2017

1 2017 2018 1009 1008
-1 -2017 -2018 -1009 -1008
2017 1 2018 1009 -1008
-2017 -1 -2018 -1009 1008

AVAVAVAVAVAVAVAN

(x y)0{(1009,100% (, 1009, 100g~ 1009,1908-, 10609, 3pos

15. 6x* —=13xy+6y® = 4
RjeSenje:
% 6XC —13xy+ 6y = 4 = 6X— Oxy- 4xyr 6§= 4= 3k 2x 3 2y 2x I 4

C(2x-3y)(3x-2y)= 4

NN

1 4 2 -12 -10 2 6 2 1
2 2 4 -6 -2
4 1 8 -3 5 -1 -3 -4 -2
-1 -4 -2 12 10 -2 -6 -2 -1
-2 -2 -4 6 2
-4 -1 -8 3 -5 1 3 4 2
%
>
(VD[ (-173 (- 27 1 ( 1}
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16. x* -5xy+ 6y =3
RjeSenje:
X*-bxy+6y =3 = X-3xy-2xy 6y=3 = f x 3} 2fy x 3)¢ 3

= x(x-3y)-2y(x-3y)=3 = (x3y( x2y=3

1 3 2 4 7
3 1 -2 -4 -3
-1 -3 -2 -4 -7
-3 -1 2 4 3

(V0{(7.9 (-3-3 (- 7= 2( 3.}

RijeSi jednadzbe u skupu prirodnih brojeva:
17. Xyz+ Xy =x+xz+3

Rjesenje:

xyz+ xy= ¥ xz#3 = xfy zl)= (x€)+3 =

byz)- (x7=3

x(y-1)(z+1)=3

1 1 3 2 2
1 3 1 4 0
3 1 1 2 0

(xv.90{(1.23 (149 ( 3.2)

. ______________________________________________________________________________________________________|
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Metoda zbroja kvadrata

18. Koliko rje3enja u skupu cijelih brojeva ima jednbd®® + y* + 77 =57?
RjeSenje:
XX +y*+7Z=5

Zbroj kvadrata tri cijela broja je 5 samo ako sétd i O.

0 1 4 0 1 2
0 1 -2
0 -1 2
0 -1 -2
0 4 1 0 2 1
0 -2 1
0 2 -1
0 -2 -1
1 0 4 1 0 2
1 0 -2
-1 0 2
-1 0 -2
1 4 0 1 2 0
1 -2 0
-1 2 0
-1 -2 0
4 0 1 2 0 1
-2 0 1
2 0 -1
-2 0 -1
4 1 0 2 1 0
-2 1 0
2 -1 0
-2 -1 0

Jednadzba ima 24 rjeSenja.
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RijeSi u skupu cijelih brojeva jednadzbe:
19. n*-4n+3+nf=0
Rje3enje:
N-4n+3+nmf=0 = rM-4m 4 nf=0= (nm 2+ h=1

Zbroj kvadrata dva cijela broja je 1 samo ako dwédrati O 1.

0 1

O|o

1 0

1 2
-1 2
0 3
0 1

=P

|

2

(mn)o{(12 (-1 (03( o}

20. X’ +6x+ Y +4y=0
Rje3enje:
X2+Bx+ Y +4y=0 = X+6x+ 9 O Y+ 4y 4 &£ 0= (¢ E+( y F= 13

Zbroj kvadrata dva cijela broja je 13 samo akoi &vddrati 4 i 9.

4 9 2 3 -1 1
2 -3 -1 -5
-2 3 -5 1
-2 -3 -5 -5
9 4 3 2 0 0
3 -2 0 -4
-3 2 -6 0
-3 -2 -6 -4

(6 )O{(-19 (-1-9 (= 5.} (- 5 B( o),
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2x+y

RjeSenje:

NANANANAANANAN

(2x+y)?

Zbroj kvadrata dva cijela broja je 5 samo ako dwaidrati 1 i 4.

3x+ 2y

+(3x+ 2y)* =

1 2 -2 0 0 1
1 -2 -2 -4 4 -7
-1 2 2 4 -4 7
-1 -2 2 0 0 -1
4 1 2 1 -4 -3 3 -4
2 -1 -4 -5 5 -8
-2 1 4 5 -5 8
-2 -1 4 3 -3 4

C(oy)Rf(0) (4= (=47 (o Rl 3 W 5)ds 98 3k,

22. Rijesi u skupu prirodnih brojeva jednadziti+ y* + Z =8 x- 2 =~ 8.

RjeSenje:

ANANANNANAN

X*+y'+7=8x-278 = X-8x y+ 2+2z-8
X2 —8x+16+ Y+ Z+ 22+ 1=-8+ 17 = (x ¥+ §+(

z ¥=09

Zbroj kvadrata tri cijela broja je 9 ako su ti kvati 0, 0, 9 ili 1,4,4.

0 0 9 0 0 3 4 2
0 9 0 0 3 0 4 -1
9 0 0 3 0 0 I -1
1 4 4 1 2 2 5 1
4 1 4 2 1 2 6 1
4 4 1 2 2 1 6 0

(xy.90{(4.0.3 (5.2)( 6.2}

vavvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvm
. ______________________________________________________________________________________________________|
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Primjena diofantskih jednadzbi

23. Odredi dvoznamenkasti broj koji je jednak dvostmkoemnosku svojih znamenki.

RjeSenje:
E X_y= 2Xxy, Xiyznamenkex#0
10x

% 10x+y=2xy = 2xy- y=10x = ¥ 2x )= 10X = ¥ or1

g - 5(2x-1)+5

L yol0xo5es (2x-9+5 o, 5

2 2x-1 2x-1 2X—

S
1 2 1 5 10
-1 0 0
5 6 3 1 6
-5 -4 -2

% Xy =36

24. Odredi sve parove cijelih brojeva y ¢iji je umnoZak pet puta ¥eod njihova zbroja.

RjeSenje:
5x
xy=5(x+y) = Xxy-5y=5x= Y xH=5x= ¥ g
_ 5x—-25+ 25 _5(x-5)+25 _ 25
= = =" = y=b+——
X-5 X-5 X-5

ANANANANANNANS

1 6 25 30
-1 4 -25 -20
5 10 5 10
-5 0 -5 0
25 30 1 6
-25 -20 -1 4

(% y){(6.39 (4~ 29 ( 101p(, 0)o(, 30,4~ 20}4
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25. Ako zbroju godina dvoje djece dodamo umnoZak njin@odina, dobiva se 34. Koliko godina ima svako
dijete?

Rjesenje:

X+y+xy=34 = x+ xyr Wwl=34+1= fyI+( yw)=35= (y I %x )= 35

1 35
5 7
7 5

1

w
Lo|slo
o|~|o|R

35

Djeca imaju 4 i 6 godina.
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