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XH|X|=

Njen -graf izgleda ovako:

Sada femp izredi

[ i:n—rR;, x ] x|

-%, za x £0
¢, za x=0

{—x. za L0
x, zB X220
%X, z& x>0 ' ol

zoveme apsclutne vrijednost (modull.

hJ

¥ &=ix]

| —rx

neka svojstva cve funkclje.

Lema 1: |x|20, ¥x& R, pri Cemu je [x]=0&>x=0.

Dokaz neposredno slijedi iz definicije 1.

Lema 2: |-xl=]x|, ¥vx£R®, tj. funkcija apsolutna vrijednost

je parna funkcija (graf joj} je osnosimetrifan u odnosu na os

¥y keo os simetrijel.
Dokaz:

{01} {~f{-x)=x, zae
f=xl" =

-x . Za

12) x£0 = |x|==x
29 x20 = |x|=x =

L3 —x_{.|-xI{L=21!xl

-y & <
x\O}z{ x, za x,_O}(Dzl)le' ¥xER.

-xao ~X, za x20

x==ix] £lx] =D x£|xl;
< Ix

- .

= -x Lix]  =» x;-[x|,h‘x£ﬂ.

Dokaz nepoeredno slijedi iz lema 2 i 3.

Teorem 1: (x+¥{ & |x|+ly|, ¥=2,y&ER.

19) xay 20 2 |xsy|=xay } S|
La = 2 &lxl Ay Llyl 2 2ey€lxlslyl

29) x+y 20 Jxeyl=—x-y
y& iyl D ~x-y&ix|alyl

La > -z & xi A -

eyl Llxblyly

}»walﬂlxh!yl-
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- A -
Teorem 2: |xl-iy| &£ lx-¥|, Wx,y €R. Zadatak_1: DokaZite tvrdnju T6.
Lokaz: Primjene funkcije zpsolutna vrijednost pokazati demo u
lx]=flx= yhyi“:ch:} fx-y o)yl = x|l Llx-ylely] » £l1jedecim primjerima.
= Ixl=ly] élx--I, VX’YE'R' Primier 1: Kacrtati grafove slijededih funkeija f: R—R
Teorem 3: |x|-ly] Slxeyl, 2.y €R. a) fix)i=ixl,
Dokaz: p) flx)lealn],
Pxt=ltxeyts oy T8 oy ok 1V Ty leiyl 2 & :m‘l:;f;
= l*!f-.lxw!*iﬂ o Ixi-iyl s IH:-*i,V:r,yeQ. ) fixie|xealoa,

Tvrdnju T3 moZemo dokazati L ovako: r) fixy=2-|x1,

Lz} (n) ! g} fixi=t1/2)-ix],
Ix[-12] [ESER [x-t-yd =lxeyt = Ixl-lyl & [x+y]. W e
kerolar 2: |xl-Iyl % Ix-y[ fal«lyl, ve,y €8, i) fix)e2:|x—2]-3
Bokaz: RjeSenja:
bokaz neposredno slijedi iz TL I T3. a) -x, za x40 bl el % 22 x L0
Tixl=]|xl= fix)==|x
- - x, za x =0 ~%, a8 X 20
Teorem 4: Neka je aERc. Tada za avakl x€R vrljedl i gif
.. -
Ixl£a ¢=> -agxa. Loris 151 .. rawizint
Dokaz: e . .
-x La, = Lo ~afx, %0 ", AN ’
Ixl €2 ¢ x La, za x }@) afx, za x }@)
x %a, za x2 0 x £a, za x20
£lw]=-Ix1
-etx€a, 7o x%0 {zbog a20 1 x £0) } §. sEIEEEE
=, 3 =8 = - .
(>{-a$x$a. 2a X220 lzbog -a$ 0 i 220} <

Teorem 5: [x'yl=|x]-lyl, ¥x.ye& &,

Doksze ¢} f[‘x)t|x—4]-{‘X4d’ za x&4 4d) f{x)-lxt-az‘{-x-a' za x L0
12) x20 a4 y2 0 => xy20 A |x |-x Alyl=y D : x—d', za x4 x-3, 8 XZO
> Jxyl=xy A lxl=x A lyl=y = Ixyl=xy=ixl-ly] = \4y
> lxeyb=lx|-lyl; aixlzix] fizlzix-h] % EH
20) x£0 A ¥y20 = xy&O0Afxl=—xAlyl=y & N . 4
D |xyl=-xy A Qx|=-x A {yl=y = Ix!1=-w-(—xly=IX! Iyl » Y, \ oo /
2 lxeyl=lxl -yl el X, e X,
3% xS0 A yL0 = 2y 20 A [x]=-x Alyj=-y => '
S Ixylexy A |xlzex A |yle-y 2 [xyl=xy=(=x)(~y)=]x} 1] Fénaixl-3
2 Ix-yl=txl-lyl:
40) x 20 Ay<0 = lk-y|=ly-xl=ly| [x] (prema 27) =|x[-{yl] = e}
2 |x-yi=f=l-lyl. fix)=lx—4]-3«
Korolar 3: |x12:'1x21=x2, vXER. =_{--(::-ﬁ}-&--—anl. za x5 4 -~
Bokaz: (x-4)-3=x-7 , za x2-9
Dokaz nepasradno slijedi iz TH stavljajudi y=x i1 1z D1, . % gixinlyl,
~ ’
Igorem 8: ';“J'ijl GRGER, . : g \\,’ f(mh-uy
4 x
bokaz:
Vokas provedim= annlagnn doknza 1% razmabeajudi sludajeve
XD AYPO, xEDA ¥yZD, xEUA y&, x20 A yL 0O,
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s o
re = g . 1 .
o sapnd i :?x. e » &0 Ful fl.x}z-l-»lxh{t-lfz}x' re x50
¥, za 220 z { 1/2tx, za x20
L fixiz2 ixl
gleiztx]
/I
-
s
'n
i
L ’ ¥y T < i
_|;:;=-¢‘v|x!:{ oy z: X“;g L Tlrim| xeal-3.
- ’ ,’
. =2 {X=L)w3x-Px+5, o xL4
IL | 2{x=4)=322x-11, za xZ4
"-_ i _-'SI‘K!:IH’ \Jr
T . hic=21¢f , flel=l e~k [-3
// \\ hicl=-ixt . \ i
. \\ : glel=fe(\ | 7
NS %
conl= =2 Ixt ; ’

lisporedbon grafla svake od byvih funkcija sa grafom funkecyije

gixt=ly) golazire do slijedeceg zakljufka:

bt G:Taf Tunhcige Tix)=rix| nastaie osnom simetrijom {zrcelje
tjerd u odnosu na os x grafe Tunkcije glx)=jx]|:

e} Graf funkeije f(xlsfx-4| nastaje translacijom grafs funk-
ciie grx}flxi U smijeru osi x zs 43

£} Grafl funkcije fix)=|x]=3 nacta je translacijom grefes funk-
cije plxt=lx} u smieru osi y za -3:

€! Graf funkejje fixle{x-4]-2 nastaje transiascijon grafa
funﬁcj;e'gfx:xix[ v osmieru osi x za 4 i u smieru osi y za

{1 Graf T i S .
Graf funkeijes Ti3i=2+]x] nastzje rastezanjem (dilataciiom}
- . - . ] N 1 i -
grafa funkei/e givi=|2] u smieru osi +y sa koeficjjentom
rasterliiveost: 2
) Grafl funkei Fimizi}i2t. )
£) 5 nkejje fixi=i172}.)1x| nastaje steranjer 'kontrah-

m~ B - 1
sijom) prafe fupkcide plyle x| nrema osi x sa keefieijen
. - L
toer stezania (1S2)% ’
i Eear i ; 5
il Gral funkcije fixls-Z.|x| nasiz:e rostecanien grafa funk

t
cliie hixls-fy! ey ; : o
fx! w snieru osi -v &5 ioeficijenter rasteza -

mo

A & g

erefl F fini=2y 3
UrE unkcige fisj=i|s-d]=3 naringe Lranslac)jor grafs

-7 -

funkeije hix}=2x| u smjeru osi x za 4 i u smjeru osi ¥y z=a

=34

translacijom grafa funkcije gixlea-|z] u smjery osi x za x

x| nas- .

i

u Emjeru osl ¥y za ¥, - Pri tome graf funkcije glx)=a-

taje rastezanjem grafa funkeije hixi=|x] u pozitivnom smjeru

65i y u sludaju apl, odnesgno njegovim stezanjem u slufaju

0¢a<l, Pri a¢ 0 graf funkeije gixt=a.]x| nastaje rastezas -
njem grafa funkeclje hix)==|x} u negativnom smjeru osi y kadsa

je ag -1, odnesno njegovim stezanjem kada je ~1¢ a<go0.

Zadatak 2: DokaZite N1.

Primjer 2: Nacrtati graf funkecije f:R—R,

grim fixnlef~1/202x2+3]44.
Rjefenje:
lzraz 2x+3 je nula za x=-3/2, negativan ze x & ~3/2, a poziti-

van zm x> -3/2, Eto se mofe prikezati slijedefom tablicom
__X |-eeexe-3/2]|x=x3/2|-3/2¢ 2w
2x+3| - | ] +

Na osnevu definicije apsolutne vrijednosti imamo
(1723 {2x+3)+dux+11/2, zu x £-3/2

T =(=1/2F 3| +d=

(x)=(-1/2klx+3]+ {—1/2M 2x+3)+42—%+5/2, za x> -3/2

Frimjetims da smo zadsanu funkciju mogll trapaformirati i

ovako:
fix)={=1/2)]2xe3]+a={-1/2)-}2]" fxe3/2|+d=-{x+3/2]|+4=

{x+3/2+4=xa11/2. za x£-3/2
—(x+3/2)+4=-%+5/2, za %2 -3/2

Njen graf izgleda ovako *y
rfne-{-]zulh‘l
T R
s 4",(
/ a4 \
I ~
v ~
gixl= -1xi

Ugporedite graf ove funkecije sa grafom funkelije g{xl=
=(=1/2)|2x|=~|x
Napomena 2: UoZite da graf funkcije fix)=a-|bxsc]|+d=
=a-]b)-]x+c/b|+d nastaje translacijom grale funkelje glx)=
za+|b|-Ix] u smjeru osi x za xo=—c/b i v smjeru osi ¥

=a-|bx
Za =d,
yO

Zadstak 3: DokaZfite N2.
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Zadatak 4: tieporedite prafove funkelja y=fi{x], ¥y=A.f{x},

&'=!\-f{x~xo)ﬂ' , ¥y=fifx), yeA TIRx«C)aDeA-T{R{x+C/R)}+D u
a
alijededim primirrimna:
Ed 2
(1} .'f=!2. vehn yen{x-xn)zwo. ,v=fﬂx)2. yaA{Rx+C) +D=

=A(H{x+C/R) !24“;
x » x-xo Bx B4+l
{2 y=u f{a>0), y=ha , v=ha Ly, ¥=a . y=ha iD=

=II'\a[![)(-sG,--’B]&h:

{3y y=log x {R 0. a¢4, x >0}, y=h-log %, y=A-log {x-x Js+y ,

a A B o a
y=1cga(Rx}. J'=A-loga{ﬂyu-c)chA-loga{B(rHC/B)iD:
[4) y=sinx, y=sA-sinx, y:h-sin{x-xg}+y°, y=aln{Ax),

ybegin(BxaClab=sA-6in{B{x+C/B) 4Dy
{5) y=ctgx, y=h-ctgx, y=&- ctgfxﬁxohyo, y=ctg{Bx),

yeh-ctp(Ba+ClalizA.ctgi{BI{x+C/B) }aD;
(6) w=lnl, y=h.lxl. yzA.Ix-xo|4y°, y=1Bx|, y=8-]Bx4+C| D=
=A-|BlxsC/B) | en.

Primjer 3: Nacrtati graf funkcije fi1 R—h, Tlxl=
=2 fx=3l-br1-on|sfxe2|axen.

RjeEenje:

izraz x-3 je nula za x=3, za x £ 3 je negativan, dok je zm
* >3 porltlvan. Annleogne l=zlmzi za 1-2x% ! x+1, Ato me mo¥e

rrikazoti slijedeéom Labelom

s0L x4 | x=o1 i xd1/2]x21/2]1/2¢x43 | %=3]3¢xc00
N T - "
G SR T . = i =
3 + + + +

Razmotrimo intervale (-oo,-11, [-1,1/2], [1/2,3] i [3,e0),
U intervalu {-e0 ] je -3 <0, 1-2x>0 1 x+1<0, pa Je
fr=3lz=(x-3}, |1-2x}el=2x 1 |x+1|=u-(x+1}, tj. u tom interva-
Ju je fix)l==2{x-3)1-(1-2x)+(x+1)4x¢2=6. Rezmatrajudi redom
Ve Epomepute intervale, imamo

~2(x=3)={]1aPn)=(x+3V+2n+2= 6, za x ¢ [~40,.17

w8 fx=F {1 =2x)s+lx+lV4x+Pe Zx+R, %2a xe[—l.lf?j
“20x=F04{1=Px)alnal )axePe-2Prell,zn ¥ &Ilf?.a 3
2(%=3)4l1~-2x)+{x41)ex+2= 2x-2, 2a x ¢[3,00)

Hien gpraf izspleda nvake Y1

fixt=

{za x <-b/a), zatim nula (za x=-~b/a}, pa pozitivan (za
X >-bfa), dok je isti lzraz pri a< 0 prvo pozitivan (za
x<L=-bfa}, zatim nula {(za x=-b/a), pa negativan {(za x> -b/a}.

Zadetak 5: DokaZite N3.

Primjer 4: HNacrtati graf funkcije f: R—*R,
fi{xi=f]||»|-3f-1]-2].

Rijedenje:

Prvi na&in [(metoda razlikovanje slulajeval:

fixtel|l||x]=2]-1]-21 (11}
Uofime da je funkcija f parna {f{-x)=f(z}, ¥x&R, ti. graf
jej je osno simetrifam u odnosu na es ¥), pa je dovoljno

uzet{ na pr, x€& {-@,C}, Imamo
x €{-00,0]

{11 2 fixl=||]-x=-3}=11~2] {2)
x | -so¢ x(«—g_l_x:-BJ_-BCXEO
-x—3] + Lo l - ‘
1%) %€ (=0 ,-3]
(2) = fixl=]l-x=3=1|=2] = fix)=|}-x-a|-2] (3)
x_ |-me x:.-dix=-4|-4cx$,—31
e R T
1%13 ¥ & (-gp,~4] G .
{3) % fix)=|-x-4-2| = f(x)=l-x-6] (a)
X | -0« xc—sfxz—ﬁl-scxg:z_!l
»-x—ﬁl + I 8] ] -

o
171.1) x& (-o0,-6]
{4) =5 flx)=-x-6 {5}

1°1.2) x¢ [-6,-4]
(4} =5 rixl=x+8 (B)

1°2) » g [-4,-3]
(2) =2 fix)=|x+4-2| = fix)=|x+2] =
D> f(zbog x+2£L0, ¥x e[-4,-3]) fixl=-x-2 {7}

2% x € [-3,0]

(2) = fi{x)=f|x+3-1]-2] = fixi=]lzn.2]-2| (8}
% !~3§x<—21x=-2[——2<x$0}
X*QI - 0 +

21y we [-3,-2]
(8} = fixls|-x-2-2] = fixl=]-x-4]| =
= lzbog -x-420, yx g [-3,-2]) fix)=x+a {9)

2 2) xe [-2,0]

f8) = fix)={x+2-21 » fix)=|x| o
= (zbog x£0, ¥Fx £[-2,0]1 finle-x {10}

Luka Celikovi¢ - Jano$ Boni: Funkcija apsolutna vrijednost
http://public.carnet.hr/mat-natj




lz {5]1,{6),i{7),i9)

imamo

10 -

P {1¢), uzevwdi u obzir parnost funkeije T,

r-x-ﬁ,
¥+6,
—Xe2,
x+d,

fiv) = J

4
>

3

-x+d,
K2,
-x+6,

Grafl opve funkecije

*=6,

b

T.a
Ta
Za
Za
a
Za
-,
Ta
na
zZa

& {~pz,-6]
% & [-6.-4]
x € [-a,-2]
» €[-3,-2}
x € [-2.0]
x£0 0,2]
x & [2,3]
x € [3,2]
» £ [a,8]
x gl6,00}

izgleda ovako

Prugi nefin {meloda razvoja grafa funkecije):

L
[

\ yte

*

N

Y-I\ y‘?

yajlyl-3l
P

¢
™ i/
\\ s . ) ,:

* -3 3 -3 ‘.ﬁ
{ Azex1-3 RN
-3 ™
y B
\‘\\;:ﬂvf'.!rf ."\\ o 5’:IH:I-3|’-1|
% ’ ~ ¢
W / 4 A /s
\\,’/\‘ //_f \/\/\/\/ d
\/ \/ ) .‘.," “\."
y=lxl-31-1

e T2l
b Y
f&={tlixl-3)-11-21
L yeittxf-3i-l - :
r % o [ K
) \f‘ \\4‘ : e & ,'
Yefiei-3)- =2

2 .
Primjer 5: Néecrtati graf funkclje : B—+R, f{x)=lox " =12xs+16].
RjeEenje: 5
fixte|2x@-12x+416}=12{x -6x+8) =2 |(x-2){x-a)]

R S - -1 2 S 48 R A B Yo
-2 | - g +__
x4, ICIEE o0 O
G o A o O W S 35 (O
-{2x?-12x+161=-2x2412x-16, =za x £ [2.4]
fix])= 5
2x =12%+16 ., zAa X E(RN (2,41
3 b
fFixd
2
x 5
L4 Eal
[+] ER
P
-2 Pt Yy
: ¥ _
Mapomena 4: Uofite da graf funkcije fix)=|g(x]| nastaje od

grafa funkclje y=gi{x} take da negativan dio grala funkecije
y=gi{x) preellkame crnosimetrlZno {7mrcalime) u odnosu na os
x, dok nenesgativni dio ostaje imsti. Na taj natin funkeija

fixl=|gi{x}| postaje nenegativna.
Zadantak 6! DokaZite Na.

Primjer 6: Nacrtatli shup tofaka [x.y) ravnine knoje madovo-
ljavaju relacijn |xf+|yi=1.
RjeSenie:
[x]«yl=1 {1}
12) =20, y20
(1Y = xiy=1 = x/1 + y/1 = 13
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£ x£0, r2U i "3
(1] = —xsy=1 = x/{-1; + ¥/1 = 1; +
) 2 £0, vE0 | X
s {3) s =xaxcl = w/(=1) 9 y/{-1} = 14 st _.J__-_ SRR x
49) x 20, ¥y£0 ! 2]
(1) =» m=wsl =3 %71 4 y/(=1t = 1. / [ \
Yta
_,/}\4 2
- '
\% Primjer 10: Nacrtati skup tofake (x,y) ravnine koje zadove-
4 ljavaju relaciju —{x]+|y|=2.
Zadatak emo mogll rijefitl i ovake: KjeEenje: o
lxislwl=t = |rl=-|xl+120myv==fxl+120 v y=Ix|-1&0. =lxl+lyle2 = lyI=IXJ+2>0,§> y=|xl+220v y==|x]-2<0.

. w s g 2 1
Usperedite grafl ove funkeije sa grafom Kruinice x +y =1 .

Primjer_7: hacrtati skup tofaka {x,y) ravnine koje zadovo-
e e B o
lijavaju relaciju 'x-2|+|y+2]=1. 4
RieZfenjea:
Supstitucijom X=»-3, Y=y+2 {($j. »x=X+3, y=¥-2) dobivemeo WY1,

ol 1 2 |‘3|, 3 Usporedite ovaj graf sa graf Jednakostrane hiperbole

% 2 2 22
1 -X +y =27,
X
_‘3 - Primjer 11: Nacrtsti skup tofaka (x,y} ravrnine koje zadovo-
ljavaju relaciju fx|+3|y|=3.

FieSenje:
g tagg] Ix{+3]yl=3 = fyl=(=1/3)[xl+1 30 =
jvoisl-tele2. =D y=(-1/3)[x{+1 20 v y=(1/3){x]-1£0.

g8
|. i L xx
oY 3
-4

Usporedite ovaj graf ss grafom elipse 12+32y2=32.

sltup todaka ravnine koje zadovo-

FimEenje:
[x|=iyie2 = iyl=ix!-z20 =

2 -z 2 y=fz|-2 20 y=-Ix|s2£0.

Primjer 12: Nesecrtatli skup tofaka (x,¥) ravnine koje zadovo-

fiijefite macatalk meiodom razlikevanjia slufajeva. : ljavaju relaciju |yl=2x.
Usporedite graf ~ve reclacije sa grafom jednakostrane hiper- ¥ Rjefenje:

. g P 3 ’ lyl=2x 20 & y=2x20 v y==2x £0.
nole ¥y =rT, y
Frimjer B: haertat! skup tofaka (¥,¥) ravnine koje zadovo-
ljavaju relasiju iwmsl|={l-vij=2. i &y
PirEernie
Bupestitugig e Xowal, ¥ey-=1 (t3. ¥=X=1, ¥=Y¥+1) dobivamo XHvR?2,

] e 2
llsporedite ovaj graf sa grafom parabele v =2 5.
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& ER

Primjer 13: Macrtatl skup tolaka f
1javaju relaciju fxi+|y|+|xey|=2.

RjeSenje:
Txlelyl+]xsyl=2

1°) x 20, y20

(1}

(1) => x+y+x+¥y=2 = x+y-1=0:

27) %0, ¥2 0
291) x+y 2 0
(L] =

292) x+y €0
(1) =

37) xg0, y£0

—X+y+Xey=2 = y=2;

~N+Y=X=y=2 = x=-=]

{1) =3 -xey=-x-y=2 = xX+y+1=0;

47} x20, y<0Q
491} x+y £ 0
(1) =

4021 x+y £ O
(1} =

Priomjer 14: Nacr
ljavaju relaciju
RjeZenje:

[Pxi=~|3l]=1 = |

D y=[x|¥120 v

Kwy=X=y=2 =» y=-1;

X=—Y+H+y=n2 = xe=l.

tati skup tofaka {
[Tel=[y|l=21.

xlelyl=21 = [yle]
y==]x|21¢0.
HJ

x,¥} ravnine koje zadovo-

x,¥) ravnine koje zadovo-

xi*1320 =»

" ‘Primjer 15: Nacrtati skup tofaka {(x,y) ravnine koje zedovo-

ljavaju relaciju
RjaZenje:

Prvi nafin:
0Fito je da je =z
odnosuy na os x i

[1Ixl-a|+[yl~a]=2

adanl shkup teofaka
v odnosu na os ¥,

ti ns primjer x 20, yad. Imamo
[ I1x|«al#lyt-al=2 (1}

x20, ¥20
| |x=a|+y-d[=2

{2)

{%,¥} osnosimetrifan { u
pa je dovoljno promatra-

Ofxgalred) dorcco
Xedl -

SRR

1%y x & [0,4]
(2) 2 |extdsy-ap2 23 |-xay|=2 13}
121) =x+y &0
(3) = x-y=2 = x-y-2=0;
1%2) -x4y 20
{3) &% -x+y=2 = x-y+2=0;

) xg [4, oo}
{(2) = |x-dey-al=z2 = |x+y-8|=2 (4]
201) x+y-B 0D
: (4) = —x=y+8=2 x> x+y=-6=0;
202} x4y-820
(4} 2 x+y-8B:=2 = x+y-10=0,

. qa
Yok a0

Prugi nadin:

Mkl-4lelyteat=2 = [ixi-alslyl-a=22 5 [Ixl-afelylea’z o

3 lyle-ilxl-alsalzz0 =
2 ye=lfxi-alsialz20v y=l{x|-al-s32¢0 =

2> ye={ixl-als620v y==|ix|-tlez20 v
vy=lixl-a|-6 ¢0 v y=l|[x]|-4]-2 g0.
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y= “!’}"1"250
\j:”l’f"fi-‘ L0

Rije%iti jednadibu |x-3|+x=0, x€R,

(1%
_z_l:gec_zﬁéJ(ziéJ[?fiff?}
4

%—3 - 4]

oonEl-a, 3]
(1) = -(x-3}4x=0 = Dx==3 = &

Lol
i oxe [3, 000

(11 = »=3+x=0 = x=3/2¢ [3,a0) = 0.
Tzkle, jednadibz nema rjefenja.

tadatak sme mogli rijefiti 1 ovako:

Zadanu jednadibu moZemo pisatl u obliku [x=3]==x. Kako je
iijeva strana posljednje jednakosti 20, tada je to 1 degna
s<rana, ti. -2 20, odnosno x£0 {#).

hvadriranjem jednadibe [x-3}l=-x i sredivanjem dobivamo
¥y=3/230, £to je v ventradikeijl sa {#).

takle, zadane jednadibe nema rjefenia.

Fijefiti iednadZbu
Slw-3|-|1=-2x}+|x+2|l+x-4=0, x R,

Fefenje;

Pryvi natin tmoteda razlikovania slusajeval:
Zi%=3i+|1-2%|+|x+1l¥x-4=0 G g
Vazmotrit demo intervale {-go,-1], [~1.1/2], [is2,3] i
EL“‘.r.o} [kpo u praimjeru 3t. Imamo
) vE =g, —1]

(1) & —2ix-3]-11-2x%)=(%+11+%-4=0 D> 0.x=0 (neodredena

jegnadibal o x€ (-g.-1];

2y xel-1,172]
(1} = -2(x-3)-{1-2x)¢l{x+l}ex=-4=0 = x=z-1g¢ [-1,1/2];

3%y xgl1/2,3]
(1) = -2{x=-3)+l1-2x}s{x41)ex-a20 = xzee[“fg,a];

2°%) x g [3,00)
(1) = 2(x-3}+(1-2x)+{x+1}ex-4=0 o xmda € [3,m],
Rjekenjes Jednadibe su svi xg (-po.-1]Ju{2;a]. :

Drugi nafin {grafiZfka metoda):

JednadZfbu (1) mofemo plsati u obliku
2lx-3]-l1-2xl+}x+1]+x+2=6, (2}

pa ftemo rjeZenja jednadibe (2} grafiékl neél kao presjek

grafova funkcija y=2[x-3f«|1-2x}s+|x+1{4x+2 i y=6 (vidi prim-

Jer 3).

1 ye2hasl-14-2xl4 Ixetlrxt2

7 I
T g
o0fito je da Je xg{-m,-l}u{z;a}.
Primjer 1B: RijeSitl jednadibu ||[1x|-3|-1]-21=0, xekr.

RjeBenje:

GrafiZki (vidi primjer 4} zadetak rjefavamc kao presjek gre-
fova funkeclja y=||{|x1-al-1)-2] I y=0. 1zlazi xe{-e;o;a}.
RijeEite zadatak metodom razlikovanje sluajeva.

Primjer 19: Rijediti jednadZbu 2
- X ax-Z
s +|{x-3]-5=0, xER,
. X o~ 1
RjeEenje:
3 2 2 +
Kako je x +x-2=(%x-3}{x42) i x =lel{x-1}{x+1}, tada za x#-1
(n_akcn skradivanjn razlomke) zadanu jednedfbu moZemo pisati

U obliku frez2| Flx+l]+|x=-3f-520. (1)
x oL xC-2 x=-2|-2¢xg-11-12x¢1 114543 %= |3<pe0
X+ - a + + + ¥ _“-_ﬁ_-__
_ X+1 1 - 1= - ] + L . +
(xe2]/{x+1) + 0 » + + g | g
X=3 - - - ] - e 5 +
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1) x€ {-eo,-2Jui-1,1 (1,32)
(1) => (2+e2)/{x41)=(%=3)-5=0 =D x{x+2])=0 =
= Xl=0e(—c:o.—"]u{-l.l}uil,SJA

X ==2 € l-—eo,-2]{-1,11uil1,3];

2%y wel-2,-1} 5
(1) = =(xe2)/{x2l)=({®=31=-5=0 = (x+2}) =0 »
¥, a=-2e[-2.—1);

37y o x g [3,00) 5
fad e (x423/(xel)a{x=3}-5=0 =2 x -6x-6=0 B

2 x =3-yit ¢[3,00) A x6=3+ﬁe[3.w}.
Dakle, rjeSenjs zadane jednadibe su x €{-2;0;3+y15}. L

Primier 20: Rile$ite sustav jednadZIbi
|x=3|+)ye2{=1, lxeif-|i~y[=2, x.y €R.

Riekenje:!
Frema primjerima 7 i % izlazi

3 ~
> < 3y x i
/ htleiy-2l=2
1

|w-3r+]3-hll‘-'

pa je rjefenje zadatka tx,y)e{(x.—;u?): x €& ['_3,41]},
RijeEite zadatak metodom razlikoVvanja slufajeva prometrajuéi
intervale za x (-,-17,[~1,3],[3, 20} i intervale za ¥y
t-oe ,-2],[-2,1] .1, ] {ukupno 3.3=9 slufajeva).

lrimjer 21: Rije%iti nejednadibu |x+2}+[3-x|20, x€R.

Flefanje:
Y |-moexe-2|x=-2|-2¢xe|x=3}34xc 00
XﬂEE - + #* +
azxb e 1 + Lol -
[x+2 ]+ |3-2]2 0 [
1% s etem,-2] (21
(1) 3 —(x+2}=13-%)20 =5 -5 20 ={;
2%y wel-2.3] (3
(1) D x42-13-x120 = x2-1/2 => xe [~1/2,00) fa)

(3} A 14) = xe [~1/2,3] 185)

Ty oxe o) 16)
1] =% x+2:3-x &2 U > xEH (7

U X
e A 171 2 x&[r,a0). 18)

s Bl

81 ate) = xel-1/2,380 w3, & rg[-1/2.007.
RijeSite zadatak grafifki uzimejué; Tixi=ix+2lel3ex|,
Tixid 0.

Prirjer 22: Rijefite nmejednadibu :
2lx-3|=]1-2x}+x+1l]4x-4c 0, x ER.

Hiekenje: . :

iadana ne jednadiba ekvivalentna je nejednadibi

2lx=3|-|1-2xf+]u-1]|ax+226, xg R {vidi primjere 3 3 17).

Zadatak femo rije¥iti grafifkor metodom uzimejuéi

fixle2|x-3|-|1~2x|six-1]4x+2 i f{x)L 6., Slijedsi x€ (2,45

RijeSite zadetak metodom rezlikovanja =lufajeva.

injer 23: RijeEiti nejecdnadiby
2 2
Ix"+Sxe8|=Ix-2] > |5x"+3x-4], xgR.
Riefenje:

Zadanu nejednadibu moZemo pisati u obliku
| (xe2}ix43)fw|x=2l-}{a=1)(xe2){>0, x gR. (1)

X -4 -3 .,2' 1 ]2
X+2 - - - - - o * . ¥
x+3 - - - 8] + - + - + + +
x=1 - - - - - - - 0 + + +
x+4 - 4] + -+ + + + + + - +
[x+2)[x=31} + - + s} e " + + - . G
x-2 = sl s w| s g0 - | - fel .
{xel)txs+a) + 0 - - & - - o @ . 4

1 x€{-o0, =43V [1,2] {2)

2
(1) & ([x +5x+6J+(x—2,\—fx243x-4}}0 = x>-8/3 =
P xe{-8/3,m0} (B
(2 A3} =5 xe [1,2]: (4}

2% xe [~a,-3w [-2,11  ($)
2
t1) & {x 45x+6}4{x—2)¢(xz43x—4])0 = 2:2,9,;).0 N
@ x{2x+8)30 o x€ (R~ [-8/2,01) (6)

(5) A (6) = x€{0,1]: (7}
37 ze [-3.-2] i8)
&
{1 2 —1{x 45:»6]*(!-2)+f12432—4}>0 = % L-12 =
D ¥E(-as,=12) fa]
(8] A 18) & 8;

u

4 ) x¢ [2,00} {10}
= [x=¢5x+6!-{x-E}—{x243x—ﬁ)>('! = Xhel2 2
S oxgi-12,00)  [11)
(ol A {21) 2 xe [7,02). (12}
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s 5 g
- 20 - 2 o
27) xe {l,00} {6}
. ' =2 -1 -1 -2 -1
(£ AT A l1D: = nEH . (1) = 2" 32" —ed™ o 2R 322"
Iroraer 220 HiteX2iti nejednadiby x2 S = 2x—2‘l sz_l >0 |7 = gx_2+1322x-2-2x+1 {r1-a) >
£ st 21, &R, x,2 * x *
- = . - < H = “. | =
J(2‘3“2 S A4+ (27)1790 2720 [:2 %0 D 24 9, Ilogz >
ftrefearje: 5 x-log 2% 2-log _3-2 = xL2llog 3-1) =
.2 2 (T4} 2 2 = e C
Px =3Xa21 0 2 3x2) | £ 1 B =1 £ 0% =3xe2)/(x +3x+2) 21 B 2% xeboo,z[logeii-l)) (7t
- - T
D mld (o Enez i i xPe3nes) A (xPe3xe2)/(n e3na) el => (8) A f7) & xg(1,20]0g 32101 (&}

2> B1xTea)Fix 24213 0 A (-6%3/(x743x02) 40 B (81 A (8) & x€(0,1)W11,2{10g,3-11].

= x‘-c};‘:z-}.ix-PE;-OA ¥/ ixel){n+2)00 : Primjer 27: Dokazatli jednakost

B w e aw oaw owe e o T sl , o] o -
= ¥alilxs21 30 irbop x +230, vxeR) A x/ix=11{x+2)150 = |tx+y)i2 x_v}*|(~x+:-')z2+ zyl=lx]| |Y|;?X.}'&r’.. ®yal.

= XAl ix+21D 0 A D0 {z2bog (x+l}i{xe+21>0) =
S ¥y3>0 tier iz 2530 & %2130 A x+230 =3 [(x+1}(x+21 5 0) =

Rjefenje:
xy x 0 { )

D xgF. _ Vi Easp ViR o] Brong Fali ] 1
fy-rier 27: RijeZisl nejednadibu ﬁi:zii:z 1 ven :;L(}lfz)(xw-’“MJhl(1/2](x+y+2ﬂ)|]22f1‘=5}
% ' : = 1/2] bxey=2xy l+ 1721 - Ixey-2v/Ry [V

ZakiEs . SCUL72) 0 [xeyeamT D | ey« 2dqF1 1) Pt 17a) Clnsyanfoy 1+ bxivenviT]

Z“::”c"i°": =t ‘I;T‘j?‘ . sttdayt lawvpsailT| S [xvpvedin] Ssabrigeadir i b poadie] 1 22091
it -2"'-2;'!”-‘”4 L _:; e R =il 22 {Ks;TS}(lld}{(x+y—2ﬁ)2+fx+y+2 xy12+2]{x+¥-2\/x_)'_](x+y¢2 xy b
Y N N R, ) 252 gl 14720 o )
¥ REILEEAEAT A LER ST Ta) B RETL B {Kma)(1/2){X2+¥2+6X}'*(X—y?2}x(1/2)(2x2+2y2-4x:.f)=x2*y2+2xy(f)
5> 7€it,1) B xef-o0,0). ey ratny K208 2y 1P eztxi - v l=CUxle 1y 2 o
PrirJEn 26: RiseEiti nejedmacibu = (1(x+y]/2~m|+|{x+y)/2+mi}2=(|x|A]y[)2 >

s ol o x ' D Hlixeyd/a-yxylel txeyd/2eyil=lIxlsly]] »
VERERET TS S EA -Jogxﬁ.xen. Bl lxeyd/2-yxglslixey)/2edny)=linisly].

LicEenje: _ Primjer 28: Dokazatl nejednakost

il e ichﬁxl,’z rpdany nejednadibu mofemo pisatli w oblika =2 =2 E(I el o B
X +¥y sz S |x[eyyi+lzd, ¥y, L0,

1 Rjedenje:

b i ; =

VLS E N BT B =

frota :ie:’jnici_ii Tunkcije kvadratni korijer i iogaritamske 1x!+|y1+lzl=l1xi+|y|+|z||=q“jx|+|yl+|z|}£=
xe2 . ) b

funizide imamo 2724120, x20, x>0 i x41, odaxle je N T T

):‘:—,.'1-:\.(1}'." TED ” ' |2 | ~3 {](3)m o - .
Prairienimo sAde melodu razlikovanje slufiejeva. imame % x| elyl + |zl = X +y +z , ti. vrijedi tvrdnja zadnt-
ka.

-

YLy gl it i3

SR vl ¥ol 2 2 Primjer 28: Dekazali nejednakostk
(10 \/2 SN D> P el proe | oo Ixapiz] o _ixl i fial)
! e _ e e - Y
s Tz o 2"y o vER 12 Tolmoyon] > Lo ln] delgf'do|njr VET 7 €1
-
AT AT s xef0 4g)
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i i

. Neertati graf relacije [|2=-1]-1]=]|vsl|, =,y £ K.
. Nacrtati graf relacije x}lxleylyl=l, x,¥y €R.
} Rijefiti jednsd¥®bu {[2-x]-[Zx~3|+ax+1}/|x+a]=1, xR,
irarl e Ixb ¥l . ifjeSenje: x €& [272,2]).
* PYLYER. ) 5, RijeEiti jednadibu |x2u7x+10}-[x-3|=6, x €R.

Hicionje:

Frve femo dokmrati nejednakost

, Pedxeyd T lx] 2ty
Imama [Rjefenjie: xlna-zvfz_, x2=7]-
Wk Ll b b PO Do ol it B o L[ Vs ke g s 6. RijeEit] jednsdibu |||{xle2|-1!-2[=2, x &R.

{Rjekenje: zE-{-?.-B.-I.l,B.'?}].

{TL1}
=tlx s lvldritalnlelyl) 'y "oyl /02atx]elyl}.
- 71 RijeRiti sustav jednadibi ix-yi=2, |x|+|yi=4, x,yen.

Tade slijedi
_ . (*) (PyeBenje: (x,y)g{(-3,-27,0-1,-3),01,3),(2,1)}).
pxlatebx by i/ tnelwbbalzbzoaalel) 2 Ixey |/ 00s xay s &) RijeEiti sustav nejednadibi [x-1|«|x-2]/< 2,
*|:1f":31«|2iJ'H:::|x+y4:|/(1-|)t+y+z[]. tj. vrijedi tvrdnjs za- Ix«1]+l2x«3] 32, xgR.
datiia. - {PjeSenje: xg& (1/2,5/2)).
: ) ) RiJe#itl nejednadibu [yax-3~1]+]yx+5-1]132, x& R.

frimier 30: MNeks sv a,b,c&BR i xe[:-l,lj. Dokazatl da iz {(RieEenje: xef3,dJu{d.ﬁ]).
Iaxz-bxu:lél slijedi |cx2+bx+a| <2, 10) Dokazetl jednakost |xav|+)xev|=2.Max ]xl,ly[}, ¥x,v¥g R,

2 11) Dorazati nejednakost lu,/lT—\H}'H-f‘Vi!-yi.rx.ye R.

Hiefenje:
o i2) Dokazati nrjednakost [al+lblafclefasbec| 2 {meb|«ibec]|s

2
Urnafimo sa fixlzax“+bxsc i glxl=cx +bx+a. Tada Je |fix)|&£1 SIEEL, Fh ke
za x € [F1,:1T. ra je i fri131 L1, (=13 %1, Jrioll€1, v3. ' e
lasote| £1, (1)

la-bsec| =1, (2}
le] £1. (2)
O R T (- 1 . < - - . R o a——
le. 1101 1 i21 e |ave|+|b] £1. (a) S e ol 50 g il
Sada je
£y [1] B. Pavkovié - D. Velian: Matematika 1 - zbirka zadataka

e BB 1 (T1) 2 : {11 .
latxsf=tox"voxvat=letx"-1)vbxrcsal £ lelx =111+ [bxecen] & {Evolska kniigs Zegreb, 1982.):

LTLY 2 . (TS) 2 < i e - - ) = yi
beton =10+ bntyteaa]| S Je|e g w1 ]4]b] lx]|+]|cra| 3 {2} B, Dakif: Matematiks 2 - zbirks zadataka [Skolska krnjiga
4 fangreb, 1892, %
Eic.&:lﬁnl-hicml (zbeg x&[~1,1]) (g}1+lb|+lc«a|($}l+l=2. 3 I‘.SJaver: Uvod u matemstiZhu snslizu (3kolska knjjgs Za
letxii <2, T gret, 180.);
Hapsaens 5: Kac | na gtupu realnih brojeva R, sacda se mobe Fe] zZadac: sa netjecanies 1 prijemnih jspita.
Zefinirstl funkeija apsolutne vrijednost L na shupu komp-— [!~: Motematifho~TiziZki list (Hrvatsko matemati®ko druftve
leksrih broieva 2 o “aprebl:
- 4 -~ fa 2 :GJ L. felikovié: JednedZve ~ nestanderdn: zadmaci za miade
Polt CodRgy mexaiy (2 ¥eR)is|zl=¥x"ey™. matematifare (Druftvo miadih matematifars “"Fitagora® B.

Z 2 2 F o .
TA mrxaQi=x N odebivamo lz|=Vx"+0"=2yx"=]x|, Bte se podudara Manastir, 1eBE. )
sa defipicijom funkelje apsolutna vrijednost na skupu R. Firépiskelal motematikeai és Tizikai lapok (& Bolval J&-

delievju teeriis apsalutne vrijednostl kompleknneg brajs nes matematika] térsuvlat és ar Elitvés Lordnd tarsulat
nefero ulaziti, foiyéirata, Budapest),

(AR AT I R D L

=

— b
=3

‘@ koju wvriiednost a€R ima jednadZbo 1-|{x-1|-3]=a teZno
bl vt

sEpotar Nacriatll graf Tunkedje Cix)=ic||xwd|-5] i vidjeti
A

S

Poit pravac piwtss zijefe gral Tix) o 2 Lothe,
1z

Fiefenje: az=2]
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