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1. METODA DUZINA
(PRAVOKUTNIKA)

Ovu metodu mozemo primijeniti pri
rjeSavanju problemskih zadataka.

Primjer 1.
(Regionalno natjecanje 2010., 4. razred OS)

Jedan je broj veci od drugoga za 406. Ako se
veci broj podijeli manjim, dobit Ce se koliCnik 3 i
ostatak 66. Koji su to brojevi?




m manji broj
m 406 veéi broj
m m m 66 veci broj
m m 406- 66 = 340
m 340:2 =170
Maniji broj ima vrijednost 170,-a vei 3170+ 66 =576



Primjer 2.
(Regionalno natjecanje 2005., 6. razred OS)

U tri sela ima ukupno 12000 stanovnika.
Koliko ima stanovnika u svakome selu ako
2/3 prvoga,1/2 drugoga i 2/5 treCega sela
Imaju jednak broj stanovnika?



PRVO SELO

DRUGO SELO

TRECE SELO

12 =12 000
ukupan broj stanovnika u sva tri sela

= 1000 stanovnika

Prvo selo ima 3000, drugo 4000, a trece 5000
stanovnika.



Zadatak 1.

Razlika dvaju brojeva je 15. Koliki su ti brojevi
ako je jedan od njih 4 puta veci od drugoga®”

Rezultat.
Veci je broj 20, a manji 5.



Zadatak 2.

Antun i Branko posli su na izlet. Usput je Antun
kupio 5, a Branko 3 kolaca, plativsi ukupno za
njih 24 kune. Na izletu im se pridruzi i Cvjetko te
sva trojica zajedno pojedose kolace. Za svoj dio
kolaCa Cvjetko im plati 8 kuna. Kako Ce tih 8
kuna podijelitt Antun | Branko?

Rezultat.
Antun ce dobiti 7, a Branko 1 kunu.



¢ | Riesenje Z2 (RADIONICA)

Za 8 kolaCa su Antun i Branko platili 24 kune, pa je svaki kolac
kostao 3 kune.

|---1---1---1---1---1 Antun je za 5 kolacCa platio 15 kuna

[---1---1---1 Branko je za 3 kolacCa platio 9 kuna

Svaki od njih trojice je pojeo kolaCa za 24:3=8 kuna.

I---1---1---1---1---1 Antun je platio 7 kuna vise za kolaCe nego
sto ih je pojeo.

---1---]---I Branko je platio 1 kunu viSe za kolace nego
sto ih je pojeo.

Od 8 dobivenih Cvjetkovih kuna
Antun ée dobiti /7, a Branko 1 kunu.



2. METODA POVRSINE
PRAVOKUTNIKA

Umjesto klasiCcnhog rjesavanja nekih jednadzaba
u kojima se pojavljuje umnozak binoma mozemo
te jednadzbe rjesavati graficki primjenom
povrsine pravokutnika.



o | Primjer 1. ]
(Regionalno natjecanje 2007., 5. razred OS)

Zadan je pravokutnik ABCD opsega 4 cm.
Produljimo stranicu AB za 4 cm

preko toCke B do toCke E, a stranicu AD

za 4 cmpreko tocke D do tocke F.

Za koliko se razlikuju povrsine zadanoga
pravokutnika ABCD i pravokutnika komu su

AE i AF susjedne stranice?



ab

A a B 4 E

|z 0=2(a+b)=42 slijedi a+b=21, pa se povrSine
novodobivenoga pravokutnika AEGF i danoga pravokutnika
ABCD razlikuju za 4a+4b+16=4(a+b)+16=4-21+16=100, tj. za

100 cm?.



Primjer 2.
(Regionalno natjecanje 2001., 4. razred OS)

|z jednoga kvadrata izrezan je u sredini
drugi kvadrat, tako da je ostao okvir Sirine
6 cm. Kolika je duljina stranice

novodobivenoga kvadrata ako je povrsina
okvira 384 cm??



PovrsSina okvira je 4-(6x+36)=384, odakle je
6x+36=384:4, 6x+36=96, 6x=96-36, 6x=60,

x=10 cm.



Zadatak 1.

O
[ v
(Regionalno natjecanje 1996., 4. razred OS)

Ako duljinu stranice kvadrata poveCamo za 2
cm, dobit cemo kvadrat koji ima povrsinu
za 8 cm? vecu od povrsine prvobitnoga
kvadrata. Koliko iznosi duljina stranice,
opseg i povrsina prvobitnoga kvadrata?

Rezulat.
a=1lcm,o0=4cm,p=1cm?



Zadatak 2.

Dana su dva razliCita pozitivna broja. Ako od
vecega broja oduzmemo 3, a manjemu
dodamo 2, dobit cemo jednake brojeve Ciji je
produkt jednak produktu danih brojeva. Koji

su dani brojevi?

Rezultat.
a=9, b=4.



Rjesenje Z2 (RADIONICA)

a-3=b+2 |1z a-3=b+2 izlazi
a=b+5, pa iz
2(b+2)=3b slijedi

b=41 a=9.




3. GRAFICKO RJESAVANJE
PROBLEMA JEDNOLIKOGA
GIBANJA

Rabit cemo formulu jednolikoga gibanja
PO pravcu
S
— V. e V=— t=—
s=v-t, odakle je ; y
S = duljina puta

t = velicina vremena
v = velicina brzine



Primjer 1.

Put izmedu mjesta A | B pjesak prijede za 6, a
biciklist za 2 sata. Pjesak krene u 7, a biciklist
u 9 sati. Kada ce biciklist stici pjesaka?

Neka je x broj sati S
koje Ce proteci !
nakon 9 sati do

susreta biciklista i

pjeSaka.

Tadaiz S ((+2\ S
6 2

= 6X=2(x+2) = 4x=4

= x=1 sat, tj.

biciklist Ce presticCi

pjesaka u 10 sati.

¢ * t (sati)
7 sati o] 10 11 13
sati



Primjer 2.

Dva pjeSaka, medusobno udaljena 15 km, krecu
Istovremeno jedan drugome u susret. Prvi ide 4 km/h,
a drugi 6 km/h. Poslije koliko Ce se sati sresti i na

kojim udaljenostima od polaznih toCaka?
s (km)

|z 4x+6x=15 slijedi x=1,5.
Susret Ce biti 1,5 sati nakon
polaska.

Za to Ce vrijeme
prvi pjesak prijeci 6 km, a
drugi 9 km.

* t (sati)




Primjer 3.
(Zupanijsko natjecanje 2001., 6. razred OS)

lgor | Mario nalazili su se na ravnoj cesti,
medusobno udaljeni, i istovremeno krenuli jedan
prema drugomu. U svakoj sekundi Igor prijede 6
m, a Mario 8 m. Tocno 30 sekundi od pocetka
voznje lgor i Mario bili su medusobno udaljeni
jednako kao i 40 sekundi nakon pocCetka voznje.
Koliko su metara Mario 1 Igor bili udaljeni na
pocCetku voznje?



o0
=

35x8=280

35x6=210

t (s)

Lako zakljuCujemo da Ce se Igor i Mario sresti nakon
35 sekundi, odakle slijedi da su tada njihove
udaljenosti od polaznih toCaka 210 i 280 metara.



Zadatak 1.

(Opcinsko/gradsko natjecanje 1999.,
7. razred OS)

|z mjesta A krenuo je biciklist u mjesto B brzinom
9 km/h. Jedan sat i 15 minuta nakon biciklista
Krenuo je motorist iz mjesta B u mjesto A brzinom
od 21 km/h. Koliko km od mjesta A su se susrel
biciklist I motorist, ako je udaljenost mjesta A1 B
jednaka 81% km?

Rezultat.
Susret je bio na udaljenosti 32%4 Km od mjesta A.



RjeSenje Z1 (RADIONICA)

s(put) B
81,25

60,25

A 1 2 X t(sati)



Za vrijeme x proteklo od polaska biciklista
do njegova susreta s motociklistom

(1z 9x+21-(x-5/4)=81+1/4)
dobivamo
X = 43/12 sati,

odakle za udaljenost y njihova susreta od
mjesta A slijedi

y=(43/12)-9=129/4, tj. y=(32+1/4) km.



Zadatak 2.

(Opcinsko/gradsko natjecanje 2000.,
8. razred OS)

|z mjesta A krenuo je autobus u mjesto B brzinom od 48 km/h.
Nakon pola sata voznje autobusa, motorist se kretao isto iz
mjesta A u B brzinom od 60 km/h, sustigao je autobus |
odmah nastavio voznju u mjesto B. Dosavsi u mjesto B
motorist se zadrzao u mjestu 12 minuta i nastavio voznju
natrag u mjesto A, pa se tako susreo s autobusom na
udaljenosti 12 km od mjesta B.

Kolika je udaljenost mjesta A i B?

Rezultat.
Udaljenost mjesta A i B je 180 km.



Rjesenje Z2. (RADIONICA)

B 115

s {put
u km)

t {vrijeme u satima)



Autobus za 1 sat prijede 48 km, pa Ce za pola sata
prijeci 24 km.
Dakle, motociklist e prestic¢i autobus na udaljenosti

24 km od mjesta A (motociklist je oCito krenuo prema
mjestu B nakon pocetka kretanja autobusa).

Motociklist za 1 sat prijede 60 km, pa ¢e nakon 1.5
sati od pocCetka voznje autobusa biti na udaljenosti 84
km (24+60) od mjesta A.

Motociklist i autobus srest Ce se na udaljenosti 12
km od mjesta B, pri Cemu Ce autobus jos uvijek iCi
prema mjestu B, dok ¢e se motociklist veC vracati iz
mjesta B, zadrzavajuci se prethodno u mjestu B 12
minuta (1/5 sata).

Pri tome za vrijeme izmedu 2 susreta vrijedi
(y-24-12)/48=(y-24+12)+1/5, odakle je
y=180 km.



4. LOGICKI ZADATCI

Primjer 1.

U deset pravokutnika upisati devet slova, ali
tako da u svaki pravokutnik dode tocno jedno
slovo. |zostavite slozena slova dz, |}, nj.




Rjesenje 1.

D

V




Primjer 2.

Pomocu cCetiri Sibice slozen je jedan kvadrat.
Kako pomicanjen samo jedne sibice od
toga jednog kvadrata dobiti Cetiri?

||




Rjesenje 2.




Primjer 3.

Rekonstruirajte dijeljenje:
* %k %k ] % 1] = %0 %



Rjesenje 3.

*9*.11
*9*
*9*
Kk ] k

992-11 ili 10912:11=992
992

992

10912




Primjer 4.

(Regionalno natjecanje 1999.,

5. razred OS)

|zraCunaj vrijednost izraza
T-A'L'ES
PI'T-A°'G'O'R"A
ako svako slovo predstavlja jednu
znamenku (0,1,2, ..., 9) i to tako da razliCita

slova predstavljaju razliCite, a jednaka
slova jednake znamenke.




Rjesenje 4.

Buduci da je 10 razlicitih slova, a 10
razlicitih znamenaka, tada su
zastupljene sve znamenke. Buduci da
nula ne moze biti u nazivniku, tada je

ona u brojniku, pa je vrijednost
razlomka nula.



Primjer 5.

Dva djeCaka, Antun | Branko posli su na izlet.
Antun je ponio 5, a Branko 3 kolacCa. Na izletu
Im se pridruzi | Cvjetko | sva trojica zajedno
pojedose kolaCe. Za svoju treCinu Cvjetko Im
plati 8 kuna.

Tebi 5, a meni 3 kune — rece Branko.
Nece biti tako — odgovori Antun.

Kako ¢e Antun i Branko pravedno podijeliti 8
kuna?



Rjesenje 5.

Ukupno je bilo 8 kolaca, pa je svaki djecak pojeo
8/3 kolaCa. Antun je ponio 5, a Branko 3 kolaca,
od Cega je svaki pojeo 8/3 kolaca, pa Antunu
treba platiti za 7/3, a Branku za 1/3 kolaca, tj. u

omjeru 7:1. Dakle, Antun treba dobiti 7, a Branko
1 kunu.



Primjer 6. (Regionalno natjecanje
1997., 5. razred OS)

U istoj zgradi u 4 stana stanuju osobe A, B, C i D.
Osobe B, C i D su braca osobe A, a osim njih
osoba A nema vise brace. U stanu osobe A
postoje 2 vrata | 3 prozora.

U stanu osobe B ima toliko vrata koliko u stanu

osobe C ima prozora i toliko prozora koliko tamo
iIma vrata.

U stanovima brace osobe D ima jednak broj vrata
| prozora.

Zivi li u toj zgradi punica (tasta) osobe A?



Rjesenje 6.

U stanu osobe A ima dvoja vrata | tri
prozora. S druge strane u stanovima
brace osobe D ima jednak broj vrata I
prozora, pa zakljuCujemo da osoba A nije
brat nego sestra osobama B, C | D. Zato
osoba A nema punicu, pa je odgovor
zadatka nijecan.



Primjer /. (Regionalno natjecanje
1997., 6. razred OS)

Prodavacica prodaje punu korpu jaja. Kupac A
prvo kupl polovinu sadrzaja korpe | joS pola
jajeta. Zatim dode kupac B 1 kupi polovinu
ostatka jaja | jos pola jajeta. To isto uCine redom
kupci C, D | E. Nakon odlaska kupca E, u korpi
vise nije bilo jaja.

Koliko je jaja bilo u korpi?

Je li prodavacCica mogla prodati cijela jaja?



o | Riesenje 7.

Racunanje unatrag.

lza kupca E nije ostalo nista jaja. On je uzeo jedno
(posljednje) jaje (pola ostatka tj. 0.5 | joS pola jajeta). 1za
kupca D ostalo je 1 jaje. On je uzeo 2 jajeta (pola
ostatka, tj 1.5 | joS pola jajeta). I1za kupca C ostalo je 3
jaja. On je uzeo 4 jajeta (pola ostatka 3.5 1| joS pola
jajeta). Iza kupca B ostalo je 7 jaja. On je uzeo 8 jaja
(pola ostatka 6.5 | jos pola jajeta). 1za kupca A ostalo je
15 jaja. On je uzeo 16 jaja (pola ukupne koliCine 15.5 |
jos pola jajeta). Dakle, u korpi je bilo ukupno 31 jaje. Od
toga je Auzeo 16,B 8,C 4, D 21 E 1 jaje. Provjerite to.




Metoda lazne pretpostavke.

Pretpostavimo da je u korpi bilo (na primjer) 15 jaja
(neparan broj). Kupac A uzima pola od 151 jos pola
jajeta, tj. uzima 8 jaja. Ostaje joS u korpi 7 jaja.
Kupac B uzima 3.5+0.5=4 jaja, pa u korpi ostaje 3
jajeta. Kupac C uzima 2 jajeta, a u korpi ostaje 1
jaje. Kupac D uzima 0.5+0.5=1 jaje i u korpi ne
ostaje vise ni jedno jaje za kupca E. Dakle, u korpi
treba biti 2:(15+0.5)=31 jaje.




o Primjer 8.

Jedna osoba u skupini stavlja prsten na jedan clanak na
jednome prstu jedne ruke. OznaCimo osobe brojevima
1,2,3, ..., desnu ruku s 1, a lijevu sa 2, prste na ruci s
1,2,3,4 15 (raCunajuci od palca) i Clanke na prstus 1, 2 |
3 (raCcunajuci od vrha prsta). Sada racunajte sljedece:

Broj osobe koja ima prsten pomnozite s 2, dodajte
tomu 5 | sve pomnozite s 5. Rezultatu dodajte broj ruke
na kojoj je prsten, sve pomnozite s 10 | tomu dodajte
redni broj prsta na kome je prsten. Rezultat pomnozite s
10, tomu dodajte broj Clanka na kome je prsten | sve to
umanjite za 491. Recite rezultat. Ja Cu pogoditi osobu
kod koje je prsten, na kojoj je ruci, na komu prstu I na
komu Clanku prsta.

Obrazlozite odgovor!




o Rjesenje 8.
Oznacimo:

a — broj osobe (1,2,3...)

b — broj ruke, 1- desna, 2- lijjeva)

c — broj prsta na ruci (1,2,3,4,5 - racunajuci od palca)
d — broj Clanka na prstu (1,2,3 - raCcunajuci od vrha)

(@2 +5)5+Db)10 +c)10 + d - 491 = K (konacni rezultat)
1000a + 100b + 10c + d + 2009 = K

abcd = K-2009



Nagradni zadatak

ToCno u 8 sati Smotanko je krenuo u dugu Setnju iz Slavonskoga
Broda u Bukovlje, udaljeno 4 km od Slavonskoga Broda.

Nakon 5 minuta za njim je poletio njegov papagaj] Smusenko 5 puta
vecom Dbrzinom od brzine kretanja Smotanka. Posto je sustigao
Smotanka, SmuSenko se okrenuo u letu, vratio do Slavonskoga Broda,
odmorio 5 minuta i ponovno poletio prema Smotanku. Kada ga je
sustigao, Smusenko mu sleti na rame, tu ostane 5 minuta, a nakon toga
poleti prema Bukovlju. Nakon 5 minuta leta SmuSenko doleti do
Pospanka koji je drijemao u hladu, pojede mu dio doruCka i nakon
ukupnoga zadrzavanja od 5 minuta ponovno poleti prema Bukovlju. Sto
metara ispred Bukovlja ugleda Zanesenka kako vozi “osmice” biciklom,
sleti na bicikl i vozi se sa Zanesenkom 5 minuta. Potom SmusSenko
ponovno poleti prema Bukovlju i leti amo-tamo od Bukovlja do Smotanka
| natrag sve dok Smotanko ne stigne u Bukovlje, odmarajuci se na tomu
dijelu puta jos ukupno 5 minuta.




U meduvremenu Smotanko |e pjesacCio prema
Bukovlju, odmarajuci se unutar svake treCine puta po 5
minuta, te je stigao u Bukovlje u 9 sati | 15 minuta.

U koje je vrijeme iz Slavonskoga Broda krenuo
Sasavko, hodajuéi unatraske prema Bukovlju dvostruko
sporije od kretanja Smotanka, ako je u Bukovlje stigao
nakon Smotanka onoliko minuta koliko je ukupno
kilometara preletio Smusenko do 9 sati | 15 minuta?

Pretpostavit cemo da su kretanja Smotanka, Smusenka
i Sadavka bila jednolika.



Rjesenje nagradnoga zadatka.

Smotanko:
SB 4 km B Odmor: 3-5=15 minuta
8:00 1 sati 15 minuta 9:15 Vrijeme pjesacenja: 1 sat
Prijedeni put: 4 km
Brzina: 4 km/h
Smusenko:
SB ? B Brzina: 5-4=20 km/h
8:05 1 sat 1 10 minuta 9:15

Odmor: 5-5=25 minuta
Vrijeme leta:

1 sat 10 minuta - 25 minuta = % sata
Prijedeni put: (3/4)-20=15 km



Sasavko:
SB 4 km B
? 9:15+0:15=9:30

Brzina: 4:2=2 km/h

Prijedeni put: 4 km

Vrijeme pjesac€enja: 2-1=2 sata
Odmor: 3-10=30 minuta
Vrijeme polaska: 7 sati




5. DIRICHLETOV PRINCIP

(“princip zeceva i kaveza”,

- “princip kuglica i kutija”,...)

- [Pierre Gustave Lejeune Dirichlet,
1805.-1859.]

Dirichletov princip pokazuje postojanje
objekata koji imaju jedno ili viSe unaprijed
danih svojstava, ali ne pokazuje kako se to

konkretno ostvaruje.



Ako n+1 zeca rasporedujemo u n praznih
kaveza, tada ce postojati barem jedan kavez u
kome su smjeStena barem 2 zeca.

Opcenito:

Ako nk+1 zeca rasporedujemo u n
kaveza, tada postoji barem jedan kavez
u kome su smjesteni barem k+1 zec.



Primjer 1.
(Zupanijsko natjecanje 1995., 7. razred OS)

U jednoj zupaniji na op€inskom natjecanju iz
matematike od 4. do 8. razreda sudjelovalo je
1995 ucenika. Svaki natjecatelj roden je jedne
od ovih godina: 1980., 1981., 1982., 1983. ili
1984.

(a) Dokazi da postoje barem dva ucenika
rodena istoga dana iste godine.

(b) Dokazi da postoji barem 6 natjecatelja
koji su rodeni istoga dana i mjeseca.



(a) Rjesenje.
Buduci da su 1980. 1 1984. bile prijestupne
godine, zakljuCujemo da u pet navedenih
godina ima 1827 dana. Kako je na natjecanju
sudjelovalo 1995 natjecatelja, izlazi da su
barem dva natjecatelja rodena istoga dana
Iste godine.

(b)
Prema nadnevku rodenja natjecatelje mozemo
razvrstati u 366 skupina. Kako je
1995=366-5+165, tada prema Dirichletovom
principu postoji barem jedna skupina s
najmanje 6 natjecatelja, tj. najmanje 6
natjecatelja je rodeno istoga dana i mjeseca.



Primjer 2.
(Drzavno natjecanje 2008., 2. razred SS A i B)

Dano je 10 slozenih prirodnih
brojeva manjih od 840. Dokazi da
medu njima postoje barem dva
broja koja nisu relativnho prosta.




Rjesenje.

Kako je 29%=841, tada je svaki slozeni broj, koji je
manji od 840, djeljiv barem s jednim prostim brojem
Koji nije veci od 23. To su prosti brojevi: 2, 3, 5, 7,
11, 13,17, 191 23 (ukupno 9 prostih brojeva).
Buduci da ima 10 slozenih brojeva, a 9 prostih
brojeva < 23, tada po Dirichletovom principu
postoje barem dva slozena broja koja su djeljiva
Istim od 9 navedenih prostih brojeva.



Primjer 3.

Na nekom sahovskom turniru
sudjeluje 8 sahista. Svaki od njih
Igra sa svakim od preostalih 7
Sahista po jednu partiju Saha.
Dokazatl da u svakome trenutku
postoje barem dva Sahista koja su
odigrala jednak broj partija saha.



Rjesenje.

Ako postoji sahist koji je vecC odigrao svih 7
partija Saha, tada ne postoji Sahist koji jos
nije odigrao ni jednu partiju saha. Broj
odigranih partija Saha svakoga sahista tada
moze biti 1,2,...,61li 7, tj. ukupno 7
mogucnosti. Buduci da je 8 sahista, a 7
mogucih brojeva odigranih partija Saha, tada
po Dirichletovom principu barem dva sahista
iImaju jednak broj odigranih partija saha.



Ako postoji sahist koji nije odigrao ni
jednu partiju saha, tada ne postoji

Sa
Sa
Sa

nist koji je odigrao svih 7 partija
na. Moguci broj odigranih partija

na svakoga sahista sada je 0,1,...,5

ili 6, tj. ukupno 7 mogucnosti. Slucaj se
svodi na prethodni slucaj.



Zadatak 1.
(Opéinsko natjecanje 1998., 1. razred SS)

U konveksnom mnogokutu s 1998
stranica duljine su stranica prirodni
brojevi. Opseg mnogokuta je 1997000.
Dokazite da barem dvije stranice
mnogokuta imaju jednake duljine.



Zadatak 2.

Dokazati da izmedu 11 proizvoljno
odabranih prirodnih brojeva uvijek
postoji dva broja Cija je razlika
djeljiva sa 10.



Rjesenje Z2 (RADIONICA)

Ostaci dijeljenja prirodnih brojeva sa 10 mogu
biti: 0,1,2,...,9 (ukupno 10 razliCitih ostataka).

Buduci da je 11 prirodnih brojeva, a 10
razliCita ostatka, tada po Dirichletovom
principu medu njima postoje bar dva broja s
Istim ostatkom. Razlika tih brojeva je djeljiva
sa 10.



Zadatak 3.

(Republicko natjecanje RH 1989.,
4. razred SS)

Svaka toCka ravnine obojena je
jednom od 3 boje: crvenom, bijelom
Il plavom. Dokazati da postoje
dvije toCcke na medusobnoj
udaljenosti 1 cm, koje su obojene
Istom bojom.



Rjesenje Z3 (RADIONICA)

B

D

k2(A,/3)

Ne smanjujuci opcenitost,
pretpostavimo da je toCka A
obojena crvenom bojom.

Nadopunimo sliku.

Ako je cijela kruznica k1
obojena istom bojom, tada su toCke
B i C trazene toCke. Neka su toCke
B i C razliCitih boja.

Ako je bilo koja toCka na
kruznici k1 crvena tocka, tada su ta
tocka i tocka A trazene tocke. Neka
na kruznici k1 nema crvenih
tocaka.

Tada su te toCke bijele ili
plave boje. Ako su B i C iste boje
(bijele ili plave), tadasu B i C
trazene toCke. Ne smanjujuci
opcenitost pretpostavimo da je B
bijela, a C plava toCka.



Ako je toCka D bijela toCka, tada su B i D, trazene tocCke,
a ako je plava toCka, tada su C i D trazene tocCke.

Ako su sve toCke kruznice k2 crvene boje, tada na toj
Kruznici mozemo pronaci crvenu toCku D1 na udaljenosti 1
cm od toCke D, pa su D i D1 trazene toCke. Dakle, sve toCke
kKruznice k2 ne mogu biti crvene.

Imamo sljedecCe Cinjenice: A je crvena tocCka, toCke
kruznice k1 obojane su bijelom ili plavom bojom, a sve toCke
Kruznice k2 nisu crvene.

Provedimo sada ovu raspravu:

Rotirajmo romb ABDC oko toCke A dok toCka D (na kruznici
k2) ne bude bijela ili plava toCka. Neka je toCka D bijela
toCka. Ako je B ili C bijela toCka, tada suD i B, odnosno D i C
trazene toCke. Ako su B i C obje plave toCke, tada su one
trazene tocCke.

Analogno zakljuCujemo ako je D plava tocCka.

Time je tvrdnja zadatka dokazana.



6. METODA POMOCNIH LIKOVA
U PLANIMETRIJSKIM
ZADATCIMA

LEMA 1.

Duljina katete pravokutnoga trokuta s

kutovima 30 1 60 koja se nalazi nasuprot
Kkutu od 30 jednaka je polovini duljine
nipotenuze.







LEMA 2.

Duljina visine na hipotenuzu pravokutnoga
trokuta s kutovima 75 115 jednaka je Cetvrtini

duljine hipotenuze.






Primjer 1.
(Drzavno natjecanje 2010., 7. r. OS)

U pravokutnome trokutu s duljinom
hipotenuze c veliCine siljastih kutova
odnose se kao 1:5. Izrazi povrsinu toga
trokuta pomocu duljine ¢ hipotenuze.



|z a+3=90 11z uvjeta zadatka a=5 slijedi
a=75 1 B=15.

Za povrsinu AABC tada dobivamo
P=c-(c/4)/2=c?/8.



Primjer 2.

(Opcinsko/skolsko natjecanje 2009.,
3. razred SS B)

Duljina hipotenuze pravokutnoga
trokuta je 15 cm, a jedan njegov kut
je 15 . lzraCunaj duljinu odreska

simetrale pravoga kuta koji je unutar
trokuta.



c=15cm

AABC: v=c/4=15/4 cm
ACDN: x=s/2

52=v2+x2,s=g\@cm.



Zadatak 1.

(Republicko natjecanje RH 1989.,
7. razred OS)

Dan je kvadrat ABCD i toCka M unutar kvadrata takva da
je ZABP=/ PAB =15°.
Dokazati da je trokut APCD jednakostranican.

Uputa.

RijeSite zadatak kada je pomocni lik pravokutan trokut s
kutovima 30° i 60°, pravokutan trokut s kutovima 15° i
75°, jednakostraniCan trokut, kvadrat, trapez,...



Rjesenje Z1 (RADIONICA)

Pomocni lik je kvadrat.

Neka su ispunjeni uvjeti zadatka.
Tada je trokut ACDP jednakokracan.
Konstruirajmo kvadrat APQR.

Tada su trokuti AADR i AABP
sukladni.

(IADI= IABI=a, IARI=IAPI=Db,

Z/DAR= £ BAP=15° (kutovi s
okomitim kracima)),

pa je IDRI=IARI=D,
/RDA= /RAD=15° i
/ARD=180°-2-15°=150°.



Stoga je £ QRD=150°-90°=60°, pa je
(zbog IQRI=IRDI=b) ARQD
jednakostranican trokut, tj. £ RQD=60° |

DQ = PQ =b, pa je £ PQD=90°+60°=150°.

Dalje slijedi da su trokuti ADPQ | AADR
sukladni ( PQ = AR =b, DQ = DR =D,
/ZPQD = ZDRA=150°), paje DP = AD =a,
zbog Cega je ACDP jednakostraniCan
trokut.



/. PRIMJENA RADIJUS-VEKTORA |
KOORDINATNE METODE U

PLANIMETRIJSKIM ZADATCIMA

Vektori koji imaju pocCetak u ishodistu zovu
se radijus-vektori.

Svaki se vektor u ravnini moze prikazati
kao razlika radijus-vektora svoje zavrsne i
radijus-vektora svoje pocCetne tocCke.



— > >

AB =r1: -r1a



Dva su pravca AB | CD paralelna
akko za njihove koeficijente smjera
Kag | Kep Vrijedi Kyg=Kep.

Dva su pravca AB | CD okomita akko
za njihove koeficijente smjera kg |
Kep Vrijedi Kag-kep = -1.



o Primjer 1.

(Drzavno natjecanje 1996., 1. razred SS)

Tocke K, L, M, N redom su polovista stranica
AB, BC, CD, DE

peterokuta ABCDE, a P i Q redom su polovista
duzina M LN,

Dokazati da je

AE|



Dokazat éemo da je: PQ =






Primjer 2.
(Zupanijsko natjecanje 1994., 7. razred OS)

Dan je paralelogram ABCD, pri Cemu je
IABI=2|BC]|. Ako je toCka M poloviste
stranice AB ondaje CM | DM.

Dokazite!



Neka je A(0,0), B(2a,0),
C(d+2a,v) i D(d,v).

’ Tada je v?=a%d?i1 M(a,0), pa
Kye=Vv/(d+a) |
Kyp=V/(d-a).

1Z Ky Kyp=V?/(d*-a%)=v?/(-v?)=-1
slijedi

CM 1 DM.



Zadatak 1.

ToCke E i1 F redom su

sredista stranica AB | CD cdetverokuta
ABCD, atocke P, Q, R1 S redom su
sredista duzina

AF, ED, BF i EC. Dokazati da je
Cetverokut PQRS paralelogram.



Rjesenje Z1 (RADIONICA)

PE-%-7

lv — 1 4

PS—E'rF+r,:, 'rﬂ+rF

].—n- e
[ lpy g ) +r,:.

=EI ,.-r~_||1+,r-B+,ir'|:,+,rr}_:I

—

Isto se dobije i za QR, pa iz

- -

PS=QR slijedi tvrdnja
zadatka.

—_— ]. — —_—

rﬂ+ 'r,:.+rﬂ



Zadatak 2.
(Zupanijsko natjecanje 1999., 8. razred OS)

J pravokutniku ABCD toCka E je
noziste okomice spustene iz vrha B

na dijagonalu AC. Ako je toc¢ka M poloviste
duzine AE, a toCcka N

poloviste stranice CD, dokazite da
je <BMN=90 .



RjeSenje Z2 (RADIONICA)

Neka je A(0,0), B(a,0),

v C(a,b).D(0,b). Tada je
D N C N(a/2,b), pa imamo

E AC ...y =(b/a)x, kyc = bl/a

b Kge= -1/k = -a/b

BE ... y = -(a/b)x+a?/b

> E(a®/(a*+b?), a*b/(a?+b?))
M(a®/2(a*+b?), a*b/2(a?+b?))
kyn=(a%+2b?)/ab
kyg= -ab/ (a*+2b?)
Kun-Kuvg= -1
/BMN=90°




8. OPSEG | POVRSINA LIKA
OMEDENA KRUZNIM LUKOVIMA

0,=2rIm, p,=r’m

Krug

|I=rza/180, o,;=2r+I, p,;=1r/2=r?za/360

Kruzni isjeCak

Oo=t+l, Pro=Pyi-P4

Kruzni odsjecCak

OkV:27t(R+r), ka:E(R-I’) (R+I’)

Kruzni vijenac

L=Rza/180, |I=rza/180,
Oi,—2(R-r)+L+I,
Piv=(LR-Ir)/2=ma(R-r)(R+r)/360

Isjecak kruznog
vijenca



Primjer 1.
|lzraCunajte opseg i povrsinu obojanoga lika ako je
duljina polumjera svih kruznica jednaka a.




0=6"0K (-, = 62am =12arr.

I:):6-pki(r:a,O(:120°) — 2p k(r=a) — 2a2Tr




Primjer 2.

|zraCunajte opseg i povrsinu
obojanoga lika.



0O=20k , +20k , +-0k . +OA(b,c)=
2 (I‘=2) 2 (I‘=2) 2 (f=2)

ar br cx
=—+—+

2 2
— (g+1)(a+b+c)

+a+b+c

p-Llpk  4+lpk , —Ipk . +2PA(aDb.C)=
2 (r:2) 2 (r:2) 2 (r:2)

_a27r blr c%x

_|_
8 8 2
= ab = 2PA(a, b, )

+ab




Zadatak 1.

Odredite opseg |
povrsinu obojanoga
lika ako je promjer
manjega kruga jednak
a, a vecega 2a.

Rezultat.

O=6artr
P=(1-2)a?



Rjesenje Z1 (RADIONICA)

0:4.0k (I‘ — a/2)+0k (I’ — a)
=4 aTtr+2at
=6aTT

P=p«-p =a?TT-(2a)?/2

J

=a?1r-2a3
=(11-2)a?



Zadatak 2.

(Drzavno natjecanje iz matematike 2007.,
1. razred SS B)

Kvadratu stranice duljine

1 upisana je kruznica, a nad
njegovim stranicama kao
promjerima konstruirane su
4 kruznice. IzraCunaj opseg
“propelera” na slici.

Rezultat.

0=101/3



Rjesenje Z2 (RADIONICA)

Uzmimo oznake kao na slici.

Zbog <DAC=30°,

<EAC=<DAB=60° |

AC=AD=BA=BD=EA=
EC =1/2 slijedi

0=4"(2"l¢=112, a=60°)+l(=1/2, a=30°)) =
=4-(11/3+11/12)

=10T11/3




P,=2rmrv, B, =r?m, O,=2r1(r+v),

9. OPLOSJE | VOLUMEN
ROTACIJSKOGA TIJELA

uspravni kruzni

V, =rmv valjak
P.=r1rs, B,=r*m, O ,=rtm(r+s), uspravni kruzni
V =r’mv/3 stozac

Pks=1rs(R+r), Bks=R?1r, B ks=r?,
Oks=m(R?*+r*+s(R+r)),
Vks=1v(R?+r?+Rr)

uspravni Krnji
Kruzni stozac

Ok=4r21r, Vk=4r311/3

kugla



/adatak 1. Sto opisuje zadana
duzina rotacijom oko zadane osi s”?

HJ
ABD F
ZEe |
Bl I
C G

Rezultat.

Redom dobivamo: plast uspravnoga kruznog
valjka, plast uspravnoga kruznog stosca, plast
uspravnoga krnjeg kruznog stosca, krug i kruzni
vijenac.



/Zadatak 2. Sto opisuje zadani lik

raotacijom oko zadane 0si S?

Hdd.

Rezultat.
Redom dobivamo:
uspravni kruzni valjak,
uspravni kruzni stozac,
uspravni kruzni krnji stozac |
kuglu




Primjer 1.
(Opcinsko/gradsko natjecanje 1998.,
3. razred SS)

Naci oplosje i
volumen (obujam)
rotacijskoga tijela
koje nastaje
rotacijom zadanoga
(obojenog) lika oko
zadane osi s.




O=0k(r=a)+2Pks(R=a,r=a/2,v=a\3/2,s=a)+ 2Pk(r=a/2)+
+ Ok (r=av312)+Os(r=3a/4,v=3a\3/4,s=3a/2)+ O«k(r=a\3/4)=
=1951Ta?/16.

V=Vk(r=a)-2Vks(R=a,r=a/2,v=a\3/2,s=a)+

+Vk(r=av312)- Vs (r=3a/4,v=3aV3/4,s=3a/2)+ V k(r=ay3/4)=

=1r(4/3-3173/192)a3.



Zadatak 3.

Odredite oploSje i volumen (obujam) rotacijskoga tijela nastalog
rotacijom zadanoga (obojenog) lika oko zadane osi s.

Rezultat.
0=2(14+3V2)ma?
V=161a3/3




Rjesenje Z3 (RADIONICA)

O=0k¢=a)+20x(=a)F+Pv(r=a, v=2a)+ 2Pks(R=2a, r=a, v=a, s=av?)
=2(14+3V2)1ra?

V=0=Vx(=a)-2V«r=a)F+Vv(=a v=2a)-2 Vks(R=2a, r=a, v=a, s=a 2)
=161ra’/3



10. FUNKCIJA “APSOLUTNA
VRIJEDNOST”

Funkciju apsolutna
vrijednost definiramo
kao funkciju:

(—x,x<0
| :R—> Ry, x> |x]=1 0,x=0

\KX>O

Za ovu funkeciju vrijedi: a-b| =a]-|b]




Primjer 1.

Nacrtajte graf funkcije f(x)=|||x]-3|-2]-1, xeR.

4+

f(x)=I1Ix1-3l

f(x)=Ix1-3

1
5



f(x)=1lIx1-31-2I

f(x)=I1x1-31-2



f(x)=IxI-31-21-1




e | Primjer 2.

Rijesite jednadzbu |||x|-3|-2|-1=0, xeR.

Graficka metoda.
Prema prethodnomu primjeru nultoCke funkcije su

xe{-6,-4,-2,0,2,4,6).

Primjer 3.

Rijesite nejednadzbu |||x|-3|-2]-1=0, xeR.

Graficka metoda.
Prema primjeru 1. rjeSenja nejednadzbe su

xe[-6,-4]u[-2,2]u[4,6].




Primjer 4.
Riiesite |

Metoda razlikovanja slucajeva.

3-x=0 = x=3, x=0

Interval (- OO, 0) 0, 3 (3,00 )

X ( 3

3-] + . + 0 -

X - ( + + +
|3-xI+1=Ixl-2x  3-X+1=-X-2X 3-X+1=x-2x -(3-x)+1=x-2x
“‘Rjesenja” X=-2 0-x=-4 x =1
RjeSenja X = -2 ) d

Dakle, jedino je rjesenje zadane jednadzbe x= -2.



Zadatak 1.

Nacrtajte grafove funkcija
fo(X)=IxI, f,(X)=1x-3l, f,(X)=IxI+2 1 F(X)=Ix-3I+2,
XeR, 1 usporedite ih.

Rezultat.
Graf funkcije fi(x) nastaje translacijom grafa funkcije
fo(X) U smjeru osi X za 3.
Graf funkcije f2(x) nastaje translacijom grafa funkcije
fo(X) U smjeru osi y za 2.
Graf funkcije F(x) nastaje translacijom grafa funkcije
fo(X) U sSmjeru osi X za 31 U smjeru osi y za 2.



Zadatak 2.
Rijesite jednadzbu
- 12-x1-12x-31+4x-1)/Ix+41=1, X eR.

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

Rezultat.
X e[3/2,2]

Zadatak 3.
Rijesite nejednadzbu
12-x1-12x-31+4x-1)/Ix+4121, X eR.

xe[-3/2, o0 )



®
® | Rjesenje Z3 (RADIONICA)

Za X #- 4 zadanu nejednadzbu mozemo pisati u obliku
12-x1-12X-31+4x-1-Ix+4120, x#-4. (*)

Metoda razlikovanja slucajeva.

2-X=0 = x=2, 2x-3=0 = x=3/2, x+4=0 = x=-4

-4, 3/2, 2 (dobivene nultocke poredane po veli€ini)

19X € (—o0,—4) ()
1z (*) izlazi (2-xX)+(2%x-3)+4x-1+(x+4) 20, odakle je x2-1/2, pa u
intervalu (**) nejednadzba nema rjesenja.

2°) xe(-4,3/2) (***)
1z (*) izlazi (2-x)+(2x-3)+4x-1-(x+4)20, odakle je x2-3/2, pa su u
intervalu (***) rjeSenja nejednadzbe xe(-372,3/2)



3°) xe[3/2,2] (****)
1z (*) izlazi 2-x-(2x-3)+4x-1-(x+4)
u
intervalu (****) rjeSenja nejedna
4% X€ (2’ OO) ()
1z (*) izlazi —(2-x)-(2x-3)+4x-1-(x+
u intervalu (*****) rjesenja nejedi

Dakle, rjesenja zadane nejednadzb

20, odakle je 0x20, pa su

dzbe xe€[3/2,2].

' cannct curently be displayed.

4)=20, odakle je x2-2, pa su
nadzbe X € (2,0) .

esu X E (—3/2,00)




e | 11. FUNKCIJA “NAJVECE CIJELO”

Funkciju | R Z,
X |x =max BeZ :k<x

zovemo funkcija "najvece cijelo®,
a funkciju { }: R—[0,1),

x> R 3x-|x_

zovemo funkcija "razlomljeni (decimalni) dio*.




—0
—0
—0
—®
] f9=x_
—0




Poucak.

Za funkciju “najvece cijelo” vrijede ova svojstva:

(@)
(b)
()
(d)
(€)
()

x=LxJ+{x}, [x] = x - {x}, xeR
0<{x} <1, xeR

L kl=k, k € Z

x-1< [ x] € x, xeR

[ x]<x <[x]+1, xeR

| k+x] =k+ [ x], k € Z, xeR

U sljede¢im ¢emo primjerima primijeniti ovu funkciju na

rjeSavanje jednadzaba.



Primjer 1. ,
= . X+2
Rijesite jednadzbu L 2 J =X, XxeR.
Prema definicije funkcije “najvece cijelo” lijeva je
strana zadane jednadzbe cijeli broj, pa je onda to
| desna strana, t]. xeZ.
2X + 2 {2x+2J 2X+ 2
-1< <
3 3 3

2X—-1<3Xx<2x+2
—1<x<?2

pa, zbog xeZ, izlaze rjesenja zadane jednadzbe x<{0,1,2}.



Primjer 2.
Rijesite jednadzbu L—

Neka je lijeva strana zadane jednadzbe cijeli broj k.
Tada je to | desna strana, pa iz k=(x-1)/2 slijedi
x=2k+1, Sto znaci da je i x cijeli broj.

Supstitucijom x=2k+1 u zadanu jednadzbu dobivamo
| (2k+2)/3] = k, keR.

Prema prethodnomu zadatku rjeSenja ove jednadzbe
su ke{0,1,2}, pa iz x=2k+1 izlazi xe{1,3,5}.



Zadatak 1.

Rijesite jednadzbu L

X° +3

X+ 2

JZX—LXER

Rezultat.

Xe 3,45



Zadatak 2.

Rijesite jednadzbu: L5+6XJ _x=7 R
8 5

R Itat X € lﬁ
ezultat. 15’5



Rjesenje Z2 (RADIONICA)

Neka je lijeva strana zadane jednadzbe jednaka Kk,
keZ.

Tada i za desnu stranu te jednadzbe vrijedi
(15x-7)/5 =k,
odakle je x=(5k+7)/15. (*)
Prema svojstvu (d) navedenoga poucka vrijedi
(5+6x)/8-1 < k < (5+6x)/8,
odnosno primjenom (*)
-1/30 < k < 39/30.
Zbog keZ je ke{0,1}, pa je prema (*) rjesenje zadane
jednadzbe



12. RASPRAVA RJESENJA
LINEARNE JEDNADZBE S
JEDNOM NEPOZNANICOM

o Jednadzba a-x=b, a#0, ima jedinstveno realno
rjeSenje x=b/a (odredena/moguca jednadzba).

o Jednadzba 0-x=0 ima beskonaCno mnogo realnih
rjeSenja xeR (neodredena jednadzba).

o Jednadzba 0-x=b#0 nema rjesenja (hemoguca
jednadzba).



Primjer 1.

U ovisnosti 0 parametru aeR raspravite

rjeSenja jednadzbe a(x-1)=3x+2, xeR.
Rezultat.
a(x-1)=3x+2 = ax-a=3x+2 = ax-3x=a+2 =
X(a-3)=at+2 /. (a-3)#0 = x=(at2)/(a-3)
e 1° a € R\{3} = x=(a+2)/(a-3) (odredena jednadzba)

e 2° a=3= 0x=5 = 0=5 = @ (nemoguca jednadzba)



Primjer 2.

U ovisnosti o0 parametru aeR raspravite
rjesenja jedanadzbe a*(x-1)+a(x+2)=2x+1,
xeR.

Rezultat.

Zadanu jednadzbu mozemo transformirati u oblik
X(a*+a-2)=a*-2a+1, odnosno x(a+2)(a-1)=(a-1)>
Dijeljenjem dobivene jednadzbe s
(a+2)(a-1) #0 (zaa #-2ia # 1) slijedi
x=(a-1)/(a+2).



1° a € R{-2,1} = x=(a-1)/(a+2).
2° a=1=>0x=0= x € R.
3 a=-2=>0x=9 = 0=9 = O.

Dakle,

za a € R\{-2,1} zadana jednadzba ima jedinstveno
rjiesenje x=(a-1)/(a+2) (odredena jednadzba),

za a=1 beskonacno mnogo rjesenja X € R
(neodredena jednadzba),

Zza a=-2 nema rjesenja (nemoguca jednadzba).



Zadatak 1.

U ovisnosti o parametru aeR raspravite
rjeSenja jednadzbe 2ax+6a+x+3=0, xeR.

Rezultat.

Za acR\{-1/2} zadana jednadzba ima
jedinstveno rjeSenje x= -3 (odredena
jednadzba), dok za a= -1/2 ima beskonacno
mnogo rjesenja xeR (neodredena jednadzba).



Zadatak 2.

U ovisnosti o parametrima a,beR raspravite
rjesenja jednadzbe

X—a X-2a-b
X+b Xx+a+2b

XeR

Rezultat.

Za a # -b zadana jednadzba ima jedinstveno rjesenje
x=(a-b)/2,
za a = -b ima beskonaCno mnogo rjesenja xeR\{a}.



Rjesenje Z2 (RADIONICA)

Zax#-b (*)ix#-a-2b (**) =
(x-a)(x+a+2b)=(x+b)(x-2a-b), tj. 2x(a+b)=(a-b)(a+h),
pazaa#-b (™) slijedi x=(a-b)/2 (****)

1z (*) | (****) izlazi (a-b)/2#-b, tj. a#-b, Sto je veC
naglaseno u (***).

1z (**) | (****) izlazi (a-b)/2#-a-2b, tj. a#-b, sto je
takoder veC naglaseno u (***).

1°a # -b = x=(a-b)/2
2°a =-b = (x-a)/(x-a)=(x-a)/(x-a)
= (x-a)/(x-a)-(x-a)/(x-a)=0 = 0/(x-a)=0 = xeR\{a}.



13. GAUSSOVA METODA
ELIMINACIJE

[Carl Friedrich Gauss, 1777.-1815.]

Pri rjesavanju viselinearnih sustava jednadzaba
primjenjivat ¢emo elementarne transformacije pri kojima
sustav linearnih jednadzaba ostaje ekvivalentan:

- Zamjena mjesta dviju ili viSe jednadzaba
- Pomnouziti (podijeliti) jednadzbu bilo kojim nenul brojem
- Dodati (oduzeti) jednadzbi bilo koju drugu jednadzbu

NajCeScCe primjenjujemo kombinaciju ovih transformacija.

Viselinearne sustave jednadzbi mozemo krace zapisati u
matrichome obliku.



Primjer 1.
U ovisnosti o parametru keR raspraviti
(diskutirati) rjeSenja sustava jednadzaba

(X+y+kz=2

A\

X+ky+z=-1

kx+y+z=-1
X,Y¥,Z€R



Rjesenje.

~ B

N Ul

LY

o O B

~
.- 1.

I1.-Kk-1.

1
K-1
0

1 1
0 k-1

0 1-k

K
1-k
(1-k)(2+K)

Kk
1-k
(1-k)(1+k)

_2(2+K)

-1-2k

H1.+I1.



o O

1° keR\{-2,1}

k-1

O r K

1

0

o o

1
H

1-k

(1-k)(2+k)

>

=

O r r

K

-3/(k-1)
-2(1-K)

— O O

2
-3

-2(2+K)

2

2/(1-k)
1/(1-K)
-2(1-K)

l.-K-111.
[.+111.

[ (k-1)
[ 1 (1-k)(@2+k)

~Jd

~eJ

1/(1-k)
1/(1-k)
-2(1-K)




2°k =-2

1 1 22 11 -2 2]

O -3 -3 -3|/:(3 ~ 01 -1i1

0 00 O 00010
=z+1

1010 1| x-z=1 ogpou o "

0 1-11 y—17= .y:Z-i-l

0 000 zeR

X=1+1
Stavljajuci z=t dobivamo: y=t+1

St (*)

teR



3° k=1
X+ y+z=2

1112 ti. Ox+0y+0z = -3
00 00 -3 0x+0y+0z = -6
O 0 O -6

Sustav linearnih jednadzaba
nema rjesenja.

Dakle, za keR\{-2,1} sustav linearnih jednadzbi je odreden, a rjeSenja
su mu dana sa (*).

Za k=-2 sustav je neodreden, a rjeSenja su mu dana sa (**).

Za k = -1 sustav linearnih jednadzaba nemogu¢ (nema rjesenja).



Zadatak 1.

U ovisnosti od parametara a,beR rijesite sustav linearnih
jednadzbi:

(ax+by+az=1
T X+y+az=1

| X+y+2z=1

Rezultat. X,y,zeR
1° b#a#2

x=(1-b)/(a-b), y=(a-1)/(a-b), z=0
2° b#¥a=2

x=(-2(b-1)/(b-2))t + (b-1)/(b-2), y=(2/(b-2))t — 1/(b-2), z=t, teR
3° b=a#2
3°1. a=1
x=-t+1, y=t, z=0, teR
3°2. a#1
nemoguc sustav linearnih jednadzaba
4° b=a=2
x=-t, y=t, z=1/2, teR



/

—

N

aball
11all
112]|1

- N
1 1 2|1
~a b all
1 1 al|l

Rjesenje Z1 (RADIONICA)

_

—

_

1° b#a#2
/
1 1

—

—
11

~10 1
00
N~

O b-a -a| la
0O 0 a2| O

21 1
/:(b-a)
/:(a-2)

o] 1
0| (a-1)/(a-b)
1] 0

BN

e ™
1 1 2| 1
ll.-a'l.~ | O b-a -a | 1l-a
1.1, 0 0 a-2|] O
— 7
~ ™
1 1 2 | 1 1.-2-11L.
~ | 0 1 al(a-b)| (a-1)/(a-b) II.+(a/(b-a))-1ll.
0O 0 1 | 0
— g

(1 0 0] (1-b)/(a-b)

0 1 0| (a-1)/(a-b),

001 O

—

X =(1-b)/(a-b)
ti. y =(a-1)/(a-b)
z=0



~ ™ ~ ™
11 2|1 11 2 | 1 |11
0 b2 -2 [-1/:(-2)~| 0 1 -2(b-2)|-1/(b-2) ~
0 00 |O 00 0 | O

N 7 N _

(1 0 2(b-1)/(b-2) |(b-1)/(b-2)\
~10 1 -2/(b-2) | -1b-2) |,t{j.
00 0 | O

_

X = (-2(b-1)/(b-2))z+(b-1)/(b-2) X = (-2(b-1)/(b-2)t+(b-1)/(b-2)
y = (2(b-1)/(b-2))z+1/(b-2) , odnosno Yy = (2(b-1)/(b-2))t+1/(b-2)
zeR zZ =t

teR



3° b=a#-2
~ ™ ~ ™ ~ ™
1 1 2|1 11 2] 1]r2m|110]1
0 0 -allila ~10 0 -al1ali+al. |0 0 0|1-a
L0 0a2| 0J/:(@a2 (0 0 1| 0] L0 0 1| 0o
3°1 a=1
~ ™~
1 1 0|1 X =-y+1 X = -t+1
O 0 0]0], t. z=0 , odnosno y =2
0010 yeR z=0
N— 7

teR



3°2. a#1
~
1 10| 1
0 0 0| 1-a
00 1|
N
b=a=2
~ PN
1 1 2] 1]+
0 0 -2]|-1|/:(-2)
00 0] -2
e _/
= -t
y:
z=1/2

(#0) = P (druga je jednadzba nemoguca)

(11 0|0 X = -y

~10 0 1|% |, tj. z=1/2,0dnosno
0O 0 0]O yeR
N~ g




14. DIOFANTOVE JEDNADZBE

[Diofant, 3. st., Aleksandrija]

Jednadzbu kojoj trazimo cjelobrojna rjesenja
zovemo Diofantova jednadzba.

Razlikovat c¢emo linearne i nelinearne
Diofantove jednadzbe



. LINEARNE DIOFANTOVE
JEDNADZBE

Primjer 1.
Naci cjelobrojna rjesenja jednadzbe
13x+8y=15, X,ye’.



Eulerova metoda.
[Leonhard Euler, 1707.-1763.]

13x+8y=15, x,yeZ
= y=(15-13x)/8, x,yeZ
= y=2-2x+(-1+3x)/8, X,yeZ
= (-1+3Xx)/8=ueZ | y=2-2x+Uu, X,yeZ
= X=(1+8u)/3=3u+(1-u)/3=3u+v €Z 1v=(1-u)/3 €Z
| y=2-2X+U €Z
= X=3u+v €Z1uU=1-3v €Z 1y=2-2X+U €Z,V €Z
= X=3"(1-3v)+v €Z 1 y=2-2-(3-8v)+(1-3v) €Z, veZ
= X=3-8Vv | y=-3+13v, veZ



Zadatak 1.

Naci sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe
2X-3y=1, X,ye’

Rezultat.
X=2+3t,y=-1+2t, t € Z.



Zadatak 2.
(Regionalno natjecanje 1999., 6. razred OS)

Odredi sve cijele brojeve y za koje je
razlomak (5y-6)/y pozitivan cijeli bro.

Rezultat.

yel-1,2,-2,3,-3,6, -6}



Zadatak 3.
Rijesite jednadzbu 12x-3y=5, x,yeZ.
Rezultat.

Zadana jednadzba nema cjelobrojnih
rjesenja.



Rjesenje Z3 (RADIONICA)

|z zadane jednadzbe dobivamo

y=(12x-5)/3, tj. y=4x-2+1/3.

Buduci da desna strana posljednje jednadzbe nije
nikada cijeli broj (za xeZ), tada zadana jednadzba
nema cjelobrojnih rjesenja.

Napomena.

Moze se pokazati da jednadzba ax+by=c, a,b,ceZ

Ima cjelobrojnih rjesenja akko (ako i samo ako) vrijedi
M(a,b)|c, gdje je M(a,b) najveci zajednicki djelitelj brojeva a i b.
U Z3 je M(a,b)=M(a , b )=M(12,3)=3, ali 3 ne dijeli 5=c, pa
zadana jednadzba nema cjelobrojnih rjesenja.



O O O O O O

1. NELINEARNE DIOFANTOVE
JEDNADZBE

Primjenjivat cemo ove metode:

Metoda rastavljanja polinoma na Cimbenike
Metoda osnovnog poucka o dijeljenju polinoma
Metoda zbroja potencija s parnim eksponentima
Metoda posljednje znamenke

Metoda kongruencije/ostatka dijeljenja

Metoda nejednakosti




METODA RASTAVLJANJA POLINOMA
NA CIMBENIKE (FAKTORE)

Primjer 1.
(Skolsko/opéinsko natjecanje 2010., 2. razred SS A)

Odredi sve cijele brojeve x za koje je
x*+3x+24 kvadrat nekog cijelog broja.



|z x2+3x+24=y? slijedi (2x+3)?*+87=4y?, a odavde
87=(2y+2x+3)(2y-2x-3).
Zbog 87=87-1=1-87=3-29=29-3=
=-1-(-87)=-87-(-1)=-3:(-29)= -29-(-3) slijedi

2y+2x+3=A 2y-2x-3=B X =(A-B-6)/4 y =(A+B)/4
1 87 -23 22
87 1 20 23
3 29 -8 8
29 3 5 38
-1 -87 20 -22
-87 -1 -23 -22
-3 -29 5 -8
-29 -3 -8 -8

Rjesenja su jednadzbe xe{-23, -8, 5, 20}.




Zadatak 1.
(Zupanijsko natjecanje 2007., 1. razred SS A)

Odredite sva cjelobrojna rjeSenja
jednadzbe x3+113=y?.

Rezultat.

(X1y) E{(O,ll), ('11’0)}



Zadatak 2.

Odredite sva cjelobrojna rjeSenja
jednadzbe x*-2011=y>.

Rezultat.

(x,y)€{(106,105), (106,-105), (-106,105), (-106,-105)}



Rjesenje Z2 (RADIONICA)

Zadanu jednadzbu mozemo pisati u obliku

(x-y)(x+y)=2011.
Buducdi da je

2011=1-2011=2011-1=-2011-(-1)=-1-(-2011), imamo:

X-y=A X+y=B x=(A+B)/2 y=(B-A)/2
1 2011 106 105
2011 1 106 -105
-2011 -1 -106 105
-1 -2011 -106 -105

Rjesenja su zadane jednadzbe

(x,y)e{(106,105), (106,-105), (-106,105), (-106,-105)}




METODA OSNOVNOG POUCKA O
DIJELJENJU POLINOMA

Primjer 1.
Rijesite jednadzbu xy+2y=x, X,yeZ.

Rjesenje.

|z zadane jednadzbe slijedi y=x/(x+2)=1-2/(x+2), x#-2
(jer x=-2 nije rjeSenje zadane jednadzbe).
yeZ = 2/(x+2) e Z=>x+2 € {1, -1, 2, -2} =
xe{l,-3,0, -4} =
= (xy)e{(-1,-1), (-3,3), (0,0), (-4,2)}



@
® | Zadatak 1.

Rijesite jednadzbu

X*-Xy+2Xx-3y-6=0, x,yeZ.

Rezultat.

(X,y)E{(-6,-6), ('4"2)’ ('2"6)1 (O"Z)}



®
® | Zadatak 2.

Odredite sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe

1 1 1
— 4 — = —
X y 3

Rezultat.

(X1y)€{(21'6)1 ('612)1 (4112)1 (1214)’ (6’6)}



O
® | Rjesenje Z2 (RADIONICA)

Ocito su x,y#0.

Zadanu jednadzbu mozemo pisati u obliku
X(y-3)=3y.

Ocito je y#3 (jer za y=3 lijeva je strana posljednje

jednadzbe 0, a desna 9), pa imamo

x=3y/(y-3)=(3(y-3)+9)/(y-3)=3+9/(y-3). Odavde je

y-3 1 -1 | 3 9 -9
y=(y-3)+3 2 6 | 12 | -6
9/(y-3) 9 -9 | 3 1 -1
x=3+9/(y-3) 12 | -6 | 6 2

(X,y)E{(Z,-G), ('612)’ (4112)’ (12’4)’ (6’6)}



: METODA ZBROJA PO

ENCIJA S

PARNIM EKSPONENTIMA

Primjer 1. (Zupanijsko natjecanje 2010., 1. razred SS B)
Odredi sve cijele brojeve x,y za koje vrijedi

(y2)2+X201 O:2y2_ 1 .

Rjesenja.

Zadanu jednadzbu mozemo pisati u obliku

(y?-1)?+x2°1°=0. Kako su oba pribrojnika nenegativna (zbog
parnosti potencija 2 i 2010) i kako je desna strana jednadzbe
nula, slijedi da je y?-1=0 i x*°'°=0, tj. y= 1 i x=0.

Rjesenja su jednadzbe (x,y)e{(0,-1), (0,1)}.



Zadatak 1.
Rijesite jednadzbu x*+y?=5, x,yeZ.

Rezultat.

(X1y)€{('2!'1)’ ('2!1)1 ('1’_2)’ ('1’2)’
(1,-2), (1,2), (2,-1), (2,1)}.



® Zadatak 2.
® Rijesite jednadZbu x2+y2+z2=2(x+1),
X,y,zel.
Rezultat.

(x,y,2){(0,1,1), (0,1,-1), (0,-1,1), (0,-1,-1),
(2,1,1), (2,1,-1), (2,-1,1), (2,-1,-1)}



o | Riesenje Z2 (RADIONICA)

Zadanu jednadzbu mozemo pisati u obliku

(x-1)*+y*+z°=3, paje x-1= 1,y= 1, z= 1, .

xe{0,2}, ye{1,-1}, ze{1,-1}.

Rjesenja su zadane jednadzbe

(x,y,2)e{(0,1,1), (0,1,-1), (O,-1,1), (O,-1,-1),
(2,1,1), (2,1,-1), (2,-1,1), (2,-1,-1)}.



METODA POSLJEDNJE ZNAMENKE
(specijalno: METODA PARNOSTI |
NEPARNOSTI)

Primjer 1.
(Zupanijsko natjecanje 2009., 1. razred SS A)

Odrediti cjelobrojna rjeSenja jednadzbe
X*+y?-8z=14.



Desna je strana zadane jednadzbe parna, pa to treba
biti I lijeva strana. Stoga su X 1 y Iste parnosti.

Ako su x 1y oba parna broja, tada je lijeva strana
zadane jednadzbe djeljiva sa 4, a desna nije, pa
zadana jednadzba nema rjesenja.

Neka su X 1 y oba neparna broja, tj. x=2m+1, y=2n+1,
m,neZ. Uvrstavanjem toga u zadanu jednadzbu i
sredivanjem dobivamo m(m+1)+n(n+1)-2z=3.

Buduci da su m(m+1) i n(n+1) parni brojevi
(umnozak dva uzastopna cijela broja) slijedi da je lijeva
strana posljednje jednadzbe parna, a desna to nije, pa
ova jednadzba, a s tim ni zadana, nema rjesenja.

Dakle, zadana jednadzba nema rjesenja.



Primjer 2.

Naci cjelobrojna rjesenja jednadzbe
x*+5y=201020092008.

Rjesenje.

Buduci da x? ima posljednju znamenku
0,1,45,61l19,a5yO0lil5, tada lijeva strana
zadane jednadzbe ima posljednju znamenku
0,1,4,5,6 1l 9, a nikada 8, pa zadana
jednadzba nema cjelobrojnih rjesenja.



Zadatak 1.

Naci cjelobrojna rjesenja jednadzbe
(X?)%+(y?)?=1223334444...999999999.

Rezultat.

Zadana jednadzba nema cjelobrojnih rjesenja.



Rjesenje Z1 (RADIONICA)

Ocito su x,y#0.

X? 1 y> mogu imati posljednju znamenku 1, 4, 5, 6 1l 9,
pa (x?)? 1 (y?*)? mogu imati posljednji znamenku 1, 5 ili
6. Stoga (x?)?+(y?)? moze imati posljednju znamenku

0,1, 2,61l 7,anikada 9.

Dakle, zadana jednadzba nema rjesenja.



Zadatak 2.
Naci cjelobrojna rjesenja jednadzbe
5%+ 6Y =1234567809.

Rezultat.

Zadana jednadzba nema cjelobrojnih
rjesenja.



METODA KONGRUENCIJE

o
o
(METODA OSTATKA DIJELJENJA)

Primjer 1.
Naci cjelobrojna rjesenja jednadzbe
x*-3y=17.

Kako je 3y djeljivo s 3, a 17 nije, tada ni X3, pa s tim ni X
nije djeljivi s 3. Stoga mozemo pisati x= 3k 1, keZ.
Uvrstavanjem toga u zadanu jednadzbu | sredlvanjem
dobivamo

3(3k* 2k-y)=16. Buduci da je lijeva strana posljednje
jednadzbe djeljiva s 3, a desna to nije, tada posljednja
jednadzba, a s tim ni zadana jednadzba nema
cjelobrojnih rjesenja.



Zadatak 1.
Naci cjelobrojna rjesenja jednadzbe
X*=9y+5.

Rezultat.

Zadana jednadzba nema cjelobrojnih rjesenja.



Rjesenje Z1 (RADIONICA)

BuducCi da desna strana zadane jednadzbe nije
djeljiva s 3, tada to nije ni lijeva strana, tj. ni X nije
djeljiv s 3. Neka je x=3k 1, keZ. Tada zadanu
jednadzbu mozemo pisati u obliku (3k 1)?=9y+5,
t]. 9k* 6k+1=9y+5, odnosno 3-(3k* 2k-3y)=4.
Lijeva je strana posljednje jednadzbe djeljiva s 3,
a desna nije, pa ta jednadzba, a s tim ni zadana,
nema rjesenja u skupu Z.



Zadatak 2.
Naci cjelobrojna rjesenja jednadzbe x2-
4y=2011.

Rezultat.

Zadana jednadzba nema cjelobrojnih rjeSenja.



METODA NEJEDNAKOSTI

Primjer 1.
Odrediti cjelobrojna rjesenja jednadzbe
3* + 4*x =5*

Zadanu jednadzbu mozemo pisati u obliku

34

Za x<2 lijeva je strana posljednje jednadzbe veca od 1,
a za x>2 manja od 1. Jedino je rjesenje ove, pa s tim

i zadane jednadzbe X=2.



Zadatak 1.
Naci prirodna rjesenja jednadzbe

1111
X Yy Z

Rezultat.

(x,y,2)e{(2,3,6), (2,6,3), (3,2,6), (3,3,3),
(3,6,2), (6,2,3), (6,3,2)}.



8 | Riesenje Z1 (RADIONICA)

Ocito je (x,y,z)=(3,3,3) jedno rjeSenje zadane jednadzbe i x,y,z#1.
Neka je x<y<z. Tada je 1/x>1/y>1/z, pa iz 3/z<1l/x+1/y+1/z=1<3/X
slijedi x<3 1 z>3.

Zbog x#1 i x<3 slijedi x=2, pa zadana jednadzba postaje 1/y+1/z=1.
1z 2/z<1/y+1/z=1/2<1ly slijedi y<4 i z>4.

Zbog y>x=2 1 y<4 slijedi y=3, pa iz 1/3+1/z=1/2 slijedi z=6.

Dakle (2,3,6) je joS jedno rjesenje dane jednadzbe.

Zbog “ravnopravnosti”’ x,y,z u danoj jednadzbi dolazimo jos do 5
rieSenja dane jednadzbe.

RjesSenja zadane jednadzbe su

(x,y,2)e{(2,3,6), (2,6,3), (3,2,6), (3,3,3), (3,6,2), (6,2,3), (6,3,2)}.



15. TABLICNO RJESAVANJE
NEJEDNADZBI
Primjer 1.
Rijesiti nejednadzbu 23X—+x1 <0,xeR.
2X+1=0 = x=-1/2, 3-x=0 = x=3
X -1/2 3
2X+1 - 0 + + o+
3-X + + + 0
(2x+1)/(3-x) - 0 +

Rjesenja dane nejednadzbe su:

X e R\(—E,B}
2



Primjer 2.
Rijesiti nejednadzbu
X —X—6
1-X

>0, XxeR

Zadanu nejednadzbu mozemo zapisati u

obliku ~
(‘+12:(‘_3/z 0.
— X

Granice promatranih intervala su -2, 11 3.



X -2 1 3
X+2 - 0 + + + +
X-3 - - - - 0 +
1-X + + + 0 -
(X+2)(X-3) + 0 - 0

1-x

Rjesenja zadane nejednadzbe su:

X € (—oo,—ZEJ (,3:



Zadatak 1.
Rijesite nejednadZbu (x-2)(3-2x)>0, xeR.

Rezultat.
xe(3/2,2).

Zadatak 2.
Rijesiti nejednadzbu
(x+2)/(x*-1)-1/(x+1) <1, x € R.

Rezultat.
xe R\ ([-2,1]u[1,2]).



Rjesenje Z2 (RADIONICA)

Zadanu nejednadzbu mozemo transformirati na oblik
(2-x)(2+x)(/(x-1)(x+1)>0.

X -2 -1 1 2

2-X + + + + + + + + +

X+2 - 0 + + + + + + +

x-1 - - - - -0 - - -

X+1 - - - 0 + + + + +
(2-xX)(x+2)/(x-1)(x+1) - O + - + 0

X € (—00,—2) U(~11) U (2, 0)



16. LOGARITAMSKE NEJEDNADZBE
U KOJIMA SU | LOGARITMAND |

BAZA PROMJENJIVE VELICINE

Lema.

Neka a,beR zadovoljavaju svojstva:

>0, a>01a#l. (*)
Tada vrijed
(<\

logab| =| 0 akko (a-1)(b-1) ;

BRVART

v N

0. (**)




Neka su ispunjeni uvjeti (*). Tada vrijed
logab<0 akko

akko ((O<a<1ib21)ili (a>1 i1 0<b=<1))

akko ((a-1<0 i b-1=20) ili (a-1>0 1 b-1<0))

akko (a-1)(b-1)=<0.

Analogno se pokazuje da vrijedi

logab=0 akko (a-1)(b-1)=0,

cime je (**) dokazano.




Primjer 1.
(Opcinsko/skolsko natjecanje 2008.,

3. razred SS B)

Rijesiti nejednadzbu log, 3 (x*-4x+3)<0.

1z uvjeta x*-4x+3>0, x-3>0 | Xx-3#1 slijedi
xe(-3,4)u(4,). (*)

Sada primjenom leme slijedi (x-4)(x?-4x+2)<0,

a odatle redom izlazi (x-4)((x-2)?-2)<0,

(X-4)(X-2-4/2)(X-2+/2)<0, Xe(-00,2-/2)u(2+/2,4). (**)

1z (*) i (**) slijede rjesenja zadane nejednadzbe

Xe(2+2,4).



Zadatak 1.
Rijesiti nejednadzbu
|Og(2_x)(X+2)|Og(x+3)(3-X)SO, xeR.

Rezultat.
xe(-2,-1]u(1,2).

Uputa. Rijesiti nejednadzbu

(1-X)(x+1)-(x+2)(2-x)<0 i primijeniti uvjete definiranosti
logaritamskih funkcija.



Rjesenje Z1 (RADIONICA)

|z uvjeta definiranosti logaritamskih funkcija: 2-x>0, x+2>0, x+3>0,
3-x>0, 2-x#1 i x+3#1 slijedi xe(-2,1)(1,2). (*)

Zadana nejednadzba ekvivalentna je nejednadzbi
(1-x)(x+1)-(x+2)(2-x)>0, uz uvjet (*).

X -2 -1 1 2
1-x + + + + + 0 - - -
X+1 - - - o + + + + +
X+2 - o + + + + + + +
2-X + + + + + + + 0 -
(1-x)(x+1)(x+2)(2-x) + O - O + O - 0 +

xe[-2,-11 U [1,2]. (*9)
Iz (*)i (**) slijedi X€(-2,-1] U (1,2).



17. DOKAZI ALGEBARSKIH
NEJEDNAKOSTI PRIMJENOM ODNOSA
IZMEDU SREDINA

Zaab,c...eR, a,b,c...>0 definiramo:

A=(a+b)/2, A=(a+b+c)/3 aritmetiCku sredinu

G=+ab G =23abhc geometrijsku sredinu

1/H=(1/a+1/b)/2,

1/H=(1/a+1/b+1/c)/3 harmonijsku sredinu

K=y(@+b%)/2  K=(a*+b*+c)/3 kvadratnu sredinu

Odnosi izmedu sredina: H<G<A<K
Pri tome vrijedi jednakost akko je a=b=...



e | Primjer 1. ]
(Zupanijsko natjecanje 2005., 1. razred SS)

Ako su a,b,c pozitivni realni brojevi takvi da je
1/a+1/b+1/c=1, dokazite nejednakost
(a-1)(b-1)(c-1)=8.

Rjesenje.

1z 1/a+1/b+1/c=1 slijedi ab+bc+ca=abc.
Primjenom H-A nejednakosti
3/(1/a+1/b+1/c) < (a+b+c)/3 slijedi a+b+c=29, a
odavde (a-1)(b-1)(c-1)= abc-(ab+bc+ca)+a+b+c-1
= a(1jb|c-abc+a+b+c-1: a+b+c-129-1=8, Sto se i
tvrdilo.



Primjer 2.
(Zupanijsko natjecanje 2009.,1. razred SS A)

Dokazi da za sve x, x>0 vrijedi hejednakost
22 3. .2 9
¢ +yP+x +y+1>§xy
Rjesenje.
1z (x2-1)220 slijedi (x?)?+122x2.

Analogno je y?+122y, pa je y>*+y=2y>.
Stoga je (X?)*+y>+x2+y+1>3x3+2y2. (*)

Primjenom A-G nejednakostije  3X° +2y° > 2xy\@.
Buducije /g2 [81_2
"2

slijedi da je 3x2+2y229xy/2. (**)
Sada iz (*) i (**) slijedi tvrdnja zadatka.



Zadatak 1.
(Drzavno natjecanje 2008., 2. razred SS A)

Neka su a,b,c pozitivni realni brojevi takvi da je
a?+b?+c*=3. Dokazite nejednakost

1 1 1
_|_

_|_
l1+ab 1+bc 1l+ca

3
>
2

Uputa.
Koristite A-H nejednakost.



S| Zadatak 2.
(Drzavno natjecanje 2010., 1. razred SS A)

Neka su a,b,c pozitivni realni brojevi za koje vrijedi
a’+b?+c? =+
2
Dokazi nejednakost

1-a*+c® 1-b°+a’ L1-c +b2
—+
c€+2b > a(b+2c) b(c+2a)

Uputa.

Koristite A-K i A-G nejednakost.



Zadatak 3.

Dokazati nejednakost

log, 5+1logs 4 +logg 7 +10g;8> 4.4

Uputa.
Koristiti A-G nejednakost.



Rjesenje Z3 (RADIONICA)

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

log, 5+log. 6 +1og, 7 +10g, 8 =
Iog5+I096+Iog7+I098
log4 logb log6 log7/

Iog5 Iog6 Iog7 log8

(A—G)>4-4
Iog4 log5 Iog6 log7

_4.,/1098 _, /31092 4'iﬁ>4'4
log4 21og?2 2




