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1. UVODNI FOJMOVI

Temelj metode matematiXke (potpune) indukeije &ini sli-
Jedeéi aksiom:
Aksiom mabtematidke indukcije (4. Peanov aksiom):
Neka je N skup prirodnih brojeva i MSN. Ako za M vrijede
svojstva: (1) 1€ M,
(2) n€M = n+leM, ¥ne N,
tada Je Ma=N,.

Iz prethodnog aksioma izvodimo slijedeéi princip:
Princip matematidke indukcije: ’
Neka za tvrdnju T (koja ovisi o prirodnom broju n) vrijedi:
(1) Tvrdnja T, je istinita.
(2) Iz istinitosti tvrdnje Tk: proizlazi istinitost tvrdanje

T -
k+l
Tada Je tvrdnja Tn istinita za svaki prirodan broj n.

Samu tvrdnju matematidkom indukcijom dokazujemo ovako:
(a) BAZA INDUKCIJE &

Provjerimo da tvrdnja vrijedi za n=1 (odnosno za nekl po-

detni n,€ No).
(b) PRETPOSTAVKA (HIPOTEZA) INDUKCIJE

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n=k, k21 (odnosno

k2n , 8 € No)'
(¢} KORAK INDUKCIJE

Na osnovu pretpostavke (b) dokazujemo da tvrdnja vrijedi

i za n=k+l.
Tada tvrdnja vrijedi za svaki n €N (odnosno za svaki nza,,
n € No).

Ponekad se u koraku indukciie ne moZfe dokazatl istini-
tost tvrdnje za n=k+l samoc na osnovu pretpostavke za ns=k .
Stoga se u pretpostavei indukeije pretpostavlja istinitost
tvrdnje za n=k, n=k=l, s.e, D=k=(r-1), r<k. No, u tom slu-
&aju je u bazi indukcije potrebno izvrditi provjeru za n=1,
n=2, +ss, D= (odnosno za n=n,, D=0 +l, ceey n=n°+r-1,nOEH°).
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Istinitost nekih tvrdnji T mofemo dokazati i pomoéu
tzv. regresivne. indukcije ovako:

(1) Dokazujemo istinitost tvrdnje T, ze beskonaino mnogo
prirodnih brojeva n.

{2) Na osmovu istinitoesti tvrdnje Tk dokazujemo istinitost
tvrdnje !k-—l'

Teda je tvrdnja Tn istinita 2za svaki prirodan broj n.

Fa kreju istalmimo da se metoda metematidke indukecije
mo¥e prodiriti i ne skup cijelih brojeva Z. O tome govori
slijedeéi princip:

Princip matematike indukcije za cijele brojeve:

Neke za tvrdnju T (koja ovisi o cijelom broju m €2) vrijedi:
(1) Tvrdnja B Jje istinita za neki fiksni broj m, € Z

(2) Iz iﬂtinitSBti tvrdnje ‘l'k glijedi istinitoet: tvrdnji

P11 P
Tada je tvrdnja T iptinita za svaki cijeli broj meZ.

2+ ZADACT

A. JEDRAROSTI
Dokazati slijedeée Jednakosti:
0 n{n+l
£, a2,
D=l
Dokaz:
(a) Za n=1 tvrdnja vrijedi jer je 1 'T
(b) Pretpostavimo ds tvrdnja vrijedi za n=k, tJj. da Je
K kik+
£ oo KED
=1
(¢) DokaZimo da tvrdnja vrijedi i za n=k+l, tj. da Je

EE} . §k+1}§k+22.

D=l

Imemo: !’E‘l n= Z n + (k+l) (®) —(!ill+(k+1) -

(kﬂ)é-kﬂ'—)- %to je 1 trebslo dokazati.

(2] £ 20 - ). {CENRE S

@ ﬁl n® = %n(n+1)(2n+1).
L e

-5
Dokaz:
(a) Za n=1 tvrdnje vrijedi jer je 1 %-2 3.
{b) Pretpostav:.mo da tvrdnja vrijedi za n=k, tj da je

2:: n° = Fk(kel)(2kel).

\e) Do%azimo da tvrdnja vrijedi i za n=k+1, tj. da je
z: n° = 6(k+1)(k+2)(2k+3)

n-—
k+1
2
imamo: 3 ' n EIZ n® 4 (k+1)° (2 ék(k+1)(2k+1) +
ne=l n=1

+ (+1)? = L0es1)(ke2)(2k43), B.T.D.

n 2 i
Eii (2n) =§n(n+1)(2n+ﬁ.EEJ 5 (2n-1)% -zn(2n—1)(2n+1).

n=1
n ' n
a7 RlgH2, 2] 5 @)?-2’n )
= Ne=

n
E o -zlgn(n+1)(2n+1)(3n2+3n-l).

n
5. n’a= I]gne(nﬂ )2( 2n¢2n-1).

n=1

[y
Fl B B B FE

n
Z!‘L n{n+l) = %n(n+1)(n+2).

n=
Dokaz: _
(a) Za n=1 tvrdnja vrijedi jer je 1e2 -%-1-203 A
(b) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n=k, tj. da je

5 n(n+l) .§k<k+1)(k+2).
n=1

{e) go%aiimo da tvrdnja vrijedi i za n=k+l, tj. da je
+
2 n(n+l) = (sl )(e2) (k43),

=1
" k+l k
Imamo: ):;- n(n+l) = 'j:i n(n+l) + (ke Y(ks2) CB)
Nm
(® BeCesl )(142) + (e 1)(ke2) = §Ces1)(k82)(k43), BuaD.

:E. n(n+2) = n(n+1)(2047).

n . n
55 n(ae3) =3n(ad)(we5) 4] 32 a(20-1) =FaCasl)(ba-1).
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e
n 2
S n(3n+1) =n(n+l)".
nal

@ nzl-l"l n(n+1)2 -ﬁn(n+1)(n+2)(3n+5).

anl n{n+1)(n+2) -ljin{n+1)(n+2)(n+3).
N=

n
5. n(n+l)(n+2)...(n+r-1) -ELM, e N,
nwl r+1

n

n-l n! n+I ’ 'I-

Dokaz:
(a) Za n=1 tvrdnja vrijedi.

" k
1 k
(b) Pretpostavimo da vrijedi El D "ET

k+l
(¢) DokxeZimo da vrijedi z;- FG%D--%% .

k+l b
Inemo: 3 oraeYy ﬁm ey P
+ ?’%,BTD.

.n_lmrr)}rznm En,lrzn—-mlrmn'zn—’ir-
Rl 2-3-22. Bl S SAeEn

nel o o B a-l 1-a

n
1 n{n+
I;)—-:'; nln+l)(n+2 J 'F-'{n-rfiinéj .

B. NEJEDRAKOSTI
Dokazati slijedefe nejlednakosti:

T ZEEI”' néeNx.

Dokagz:
() n=l = é-i% +%-%§>1, pa za n=1 tvrdnja vrijedi.

(b) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za nsk, tj. da vrijedi

E%-T"'Eb""" +3}1‘;1->1.

-7 -

(¢) DokaZimo da tvrdnja vrijedi i za nek+l, tj. da vrijedi

r}z+r}3+... +3ﬁ >1.

Imamo: F{z‘l'r];s"'aac +3%’I+3ﬁ+3%53+3h-
- (k%l' +E]i-=’2 *‘ﬁ!"'" *3‘&1&'.[) "(SIE:LT! +3kl+3 +3é¢-ﬁ1)(§)

2
(v) k£ 18k+10
> 1+raey v >1, S.TeDe

5%1-+n—12+... +?li>¥ s DEN.
§::L é;{i, n €N,

Dokas:

(a) Za nel tvrdnja vrijedi. . .
{b) Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja %-‘-;JE.
. n=1, ¥n

k+l
(¢) Dokafimo da vrijedi tvrdnja §+ -]-"-);dﬁ..
pat ]
k+
Z} 1,1 @ 5,1 Yice ficed +1
Tmmos 3 ET I T 2 VTR Vel

Ostaje jo3 pokazati da Je mgdﬂ-& (#)e
Vvik+l

Pretpostavimo (suprotno tome) da Je @%Lﬁjh .
-

Tada, mno¥enjem ‘posljednje nejednekosti sa vk+1 >0 4
kvadriran;]eiu,iziazi k £0, 8to je u kontradikeijl sa pret-
postavkom da Je k€N, Dakle, vrijedi (=), 8.T.D.

n n
nz-a u—%(l. @ nE-i -(%}2(Vn+1-1).
o one
5

Dokaz?

(2) n=l = ]2'-% s D=2 = g(% s Pa za n=l i n=2 tvrdnja

vrijedi.

{b) Pretpostavimo da vrijedi [xl 2n-1 <i.].- u
{c) DokaZimo da vrijedi l'tf s 1.
S+l
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k
Tmamo: ﬁl %‘—1-|—| ...2.’5;_1 %EJ% (b)) _1_ 2k+1 (*)

o3 € B 22 S B

pri Zemu nejJednakost (%) lako dokazujemo indirektnom me-~
todom, ﬁoT-D.

@ (1+h)" >1+nh, n>2, nEN, h>0 (Bernoullijeva nejedna -
¥Xost),
Dokaz:

(a) n=2 = (1+h)2-1+2h+h2> 1+2h (zbog h2> 0), pa Za na=2
tvrdnja vrijedi.

(b) Pretpostavimo da vrijedi (1+h)¥> lukh,

(¢) DokaZfimo da vrijedi (1+h) k+l > l+(k+l}h.

Imamos (1+h)k+1-(1+h)k (1+h)(>)(1+kh)(1+h)-1+(k+1)h+kh2
> 1+(k+1)h (zbog kb2 >0), 8.T.D. -

H 2n>n, neNo.
Dokaz:
(a) Za n=0 tvrdnja vrijedi jer je 1>0.
(b) Pretpostavimo da vrijedi 2% 5k,
(¢) Doka¥imo da vrijedi 251 ksl.

Imamo: =(1+1)k"’1>1+(k+1)-1 (prema prethodnom zadat-
ku) sk+2>k+l, 5.T.D,

2%y onsl, n33. n%> 2n+l, n 35,
2®51n%, n35. 2> (23, nz10.
2%>n?, n>10. 385 0%, nza,
B9] Vo™ + Ve ¢ Vip+a)®, n 32, paa 0.

=g -
Dokaz:

Dokaz &emo provesti regresivnom indukeijom.
(1) Prvo éemo dokazati da Je tvrdnja istinita za beskonaéno

(2)

mnoge prirodnih brojeva n. Dovoljno je pokazati da ne jed-
nakost vrijedi zs sve prirodne brojeve cblika En, ng N:

--—-(al+9.2+...+a )> \/'Iae.a (#).

Za n=2 tvrdanjs E(a +a2)>|! 19.2 (%) vrijedi, jer je
2(a1+32}2 \/;132 & (al+32) Zha 8, & (al—ae) > 0, Bto
uvijek vrijedi.

Iz pretpostavke istinitosti tvrdnje za n=k:

%(slme-y. - +ak) > 5,/;1&2. o8y (e,
dokagujemo istinitost tvrdnje za n=2k:

E]t(al+a2+. i .+a2k) = %(%{a +Botes .+ak) + %(ak+1+ak+2+. o

+ 32}:)) > )JE(31+8.2+..,+ak)-E(ak+1+ak+2+...+32k) (*i*)

(*ae*)
j/alene. o8y -‘/ak+1ak+2. ceBgy = _\/_32' sy, Sime

;je (na osnovu principa mat, ind.) tvrdnja (%) dokazana.
Ostaje JoE pokazati,da iz pretpostavke istinitosti tvrd-
nje zadatke za n=k, slijedi istinitost tvrdnje za n=k-l.
Neka tvrdnja zadetka vrijedi za n=k bilo kojih pozit:.vnih
realnih bro;]eva. Za proizvoljan odabir 81385y By leR .
nekea Je & -n(a HBobe s oty 1). Tada iz pretpostavke

Dokaz: E(al+32+. A .+ak) > —,/ 152' o8y slijedis
(&) Za n=2 t:v:miln;]a vrijedi. qﬁ(‘\1:|_+512+...+ﬂk 1 n(al+a2+...+ak 1)) 2
(b) Pretpostavimo da vrijadi +yq 41/—p+q)k k> 2,

(¢) DokaZime da vrijedi l:+I'fl:+1 (]Z(p+q)k+
Imamo: J_k+r+ﬁk+r l/_k—\(ia +ﬁko q% /1;+_Q+[/_k— P+q =

- foralle* /0 0 frearf(pra) - fipea, Bom.n,
kol (11)"4" 52—, ng N, x,7eR%

o +ae+...+an
EJ -\Halaa...a £ = s 223 8138500038, Je niz
. pozitivnih realnih brojeva.

; 81850008 ) -k—_I( ay+astaes +ak_1) l k

i k-1 =1
{k—_I(al+a2+ v +ak__1)) >aq850008, 4 | E-

FEI(al*'aE*' eetly 10> Ll ’“152‘ ceBy 79

¢ime je dokazano (na osnovu pretpostavke da tvrdnjs za -
datka vrijedil za proizvoljnih k pozitivnih realnih broje-
va) da tvrdnja zadatka vrijedi i za k-1 proizvoljno oda-
brana poziltivna realna broja.

Iz (1) 1 (2) slijedi tvrdnja zadatka.
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-1
@ pné-zan ¥ ne'“’ gd'je au 91-2l p2-5| p5.5’lo.‘ pn,a..
prosti brojevi.
Dokaz:
(a) n=1 = -2-‘220 2 2t
Py » D=2 & p,=34=2° , pa za nal i n=2
tvrdnja vrijedi.
k-1

(b) Fretpostavimo da vrijedi p, <2 .

) k
(¢) DokaZfimo da vrijedi Pk+15'22 &
5 k 5 (v) k 22k~1
mamo: p < + +1lm=
k1€ L] Petl o= L]
k
-1 k
i oF 2k
~ k_. k k
- okl +1=2 T,y .22 Tarade® 41427
BuTeDe
Pn:"aﬂs n=5, n€N, gdje su Pl“?! P2-5q-o-, Ppr ses
prosti brojevi.

C. DJELJIVOST PRIRODNIH BROJEVA

Ako su a,b €N, tada su slijedeée tvrdnje ekvivalentne:
afb (3it, & dijeli b),

bia (8it. b je djeljivo sa a),

Im€N, b=ma (b je viBekratnik od &, tj. & je mjera od b),
b=0 (mod a) (&it. b je kongruentno sa O module 2; dijelje—
njem b sa a dobiva se ostatak nula).

Dokazeti slijedece tvrdnje:

(a®-bp™)i(a=b), n en. (aen—benJE(a-rb), n €N,

(a2n+1+ben*1)i(a+b), neN.

] 2/n®+3n42, nen.
Dokaz:

(a) Za n=1 tvrdnja je istinita jer 2’6.
(b) Pretpostavimo da 2|kZ+3k+2.
(¢) Dokafimo da 2/k2+5k+6.
Imamo: k2+5k+6 = (Ko+3k42) +2(k242) » 2[k°45ke6, B.2.D.
i2 (prema (b)) £2
@ 3/5% +2%*L nerw.

Dokaz:

7 4

- 11

Neka je f£{n) =5%:2°*1 nenw,

(=)
(b)
(e)

R BRI ES
e RSN R | W R

9] £¢
(a)

n=l = 3[£(1} =9.
k sk+l
Pretpostavimo da 3|f£(k) = 5 +2°",
DokaZimo da 3[f£(k+l) = 55+, 2K*2,
Imamo: f(k+1 )“5k+1+2k+2 = 5.5k+2o2k+1 =2 L5k+2k+1) +23v5k,
-\',,_,_V..._I 5 g,
i3 prema (b) i3

3[11.10°%41, n €N,

6 n{n+1)(2n+1l), n€N,
'?'n?-n, neN. @ ?Il32n+6, n €N,

7[3°8+L, 2042 o §, l'5:6:.] 8[32“-1, n €N,
8|320*3,400-27, n N. 9]42%4150-1, neN,

3,47+ 130%" 14 50 (mod 9), nen.

Dokaz:

Neka je f£(n) = 2.4%*1.10% 1oy, neN, Treba dokazati da

n).
nel > 9/£(1)=45.

pa 3[f(k+1), B.7.D.
34741571, n €N,
6 2n5-3n+n, n €N,

(b) Pretpostavimo da 9Jf(k)=§-4k+1+10k'1-‘+.

(c)

i o
FEIEIEISIESRIAE]

DokaZimo da 9[f(k+1)=3o4k*2+10k-4.

Iz f(k+l) = (3-&k+1+10k_1—4) +9-(ll-k+1+10k-1) prema (b)
slijedi da 9)f£(k+1).

9*1,260+1 o' (nod 11), n eN.

11.3%43.7%-6 50 (mod 12), n €N,

212043 _z6142 5 5 (nog 13), n &N,

5.521“11-23“'1 =0 (mod 17), n€E€N,

55n+2+5_25n+1=0 (mod 19), nel.

52n+2l..21:1+2_'_3r1+2‘22n+1 %0 (mod 19), n&N.
na—nEO (mod 24), n€N. n5-n 20 (mod 30), nE&N.
n’-12 40 (mod 42), n EN. n+20n 5 0 (mod 48), neN.
22®_7n-150 (mod 49),neN.

22n+l—9n2+3n =2 (mod 54), ngN,

(Napomena: 22n+1—9n2+3n—2 TO (mod 54)).
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9.3%%_gn=9 (mod 64), ngN.
42n_52ni=7 (mod 84), nEN.
32n+2_28n_3 a1l (mo.d_ 196)' n<N.

42P*2_ 3150 1056 (mod 225), nEN.
211

FRIERE]

3< -1=0 (mod 2n+2), neENl.

Dokaz:

Neka je £(n)=32 , g(n)=2"*2, nEN. Treba dokazati da
g(n)| £(n).

(a) n=1 & £(1)=g(1l)=8 > g(1)]£(1).
(b) Pretpostavimo da g(k)[£(k).
(c) DokaZimo da g(k+1)[f(k+1).

I
(1) =321 = (375201 = (37 1) (32 41) = (32 1) 2010,
,;(1”1).,21"'3c = 2.2542.5 o).

Eako Je 52 -1 paran broj, to prema (b) ofito
g(k+1)[£(k+1), 8.T.D.

220 (mod 3*1), nen.

Produkt dva uzastopna prirodna broja je djeljiv sa 2.

Produkt tri uzastopna prirodna broja je djeljiv sa 6.

@ Produkt 4 uzastopna i;rirod.na broja Je djeljiv sa 24 .

Produkt 5 uzastopnih prirodnih brojeva Jje djeljiv es
120.

D, RAZNI ZADACT
Dokazatl slijedeée tvrdnje:

@ a® p® = (a-b )(an-l+an-2b+ i +u.bn-2+bn-l) s DEN,
020 p20 _ (a4b) (a0 1 g2y, | 1ap?R 2 p201y  pey,
n2n+ l+b2n+l’(a+b)(‘2n_a2n—lb+ oo ._ub2n-1+b2n) s 0 =

n
Broj 22 s D22, zavriava Besticom.
Dokaz:
(a) n=2 = 16 zavriava JZesticom.
k
(b) Pretpoetavimo da broj 22 zavriava Sfesticom.

+1

(¢) DokanZimo da i broj .'-_‘2k zavriava Sesticom.

i

. Ako je & =a,q

Ako jJe 81485950038 000 niz brojeva za koji vrijedi

- 13 -

21':+}. 21{ 5
Iz 2 ={2° )° prema (b) slijedi posljednja tvrdnja,
g.7.D.

Produkt dva broja oblika 6n+l, ng N, takodjer je broj
istog oblika.

Ako je a, q,=a +d, tada je a =aj+(n-1)d, n €N, dER.
(Opéi &lan sritmetidékog niza).
Dokaz:
(a) n=1 > 8,=a;.
(b) Pretpostavimo da Je ak=al+(k—l)d.
(c) DokaZimo da Je 8y, 178 +kd.
Imamo: &, ;=8 +d= (al+(k-—l)d)+d (prema (b)) aal+kd,
8.7.D.

. Ako Je a =8 q, tada je an=alqn-1, néEN, q&R\{O}.
(Opéi é&lan geometrijskog niza).

- Ako je a —al+(n-—1)d, odnosno 8,,178n +d, tada Je a,1=
z(a +an+2), néEN. (Otuda nagiv aritmetidki niz).

'1, odnosno a  .=a q, tada Je a_ ;=
= ]/anan+2, nEN. (Otuda naziv geometrijski niz).

Ako Je 8, ,=8 +d, tada je S5 =8,+8,+...+a = S(alﬂln) =
= g(2al+(n-1)d), n €N, (Suma prvih n &lanova aritme-
tidkog niza).

n
-1

Ako je a_ .=a q, tada je S = l+ae+...+an-n1-9q—_r,
néN. (Sume prvih n dlanova geometrijskog niza).

Ako su a,beR' i ako je alné(a +E), azaé(al+—l-)—),...

a‘n-‘ls (8--\"'_)2

an+\r a+\b

seey B = Z(S‘n 1+ ), tada je ——

a #-yb.

, nEN,

a,=2, ay=3, a =3a _.-2a ., n23, tada je agn==1+2n"l .
n EN.
Dokaz:

(a) n=1 > a,=2, n=2 > 8a,=3, pa za p=l i n=2 tvrdnja vrije-
di.
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(b) Fretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n=k-1 i n=k, tj. da
je 8, _1=1+2572 4 a 142571,

(¢) Dokaiimo da tvrdnja vrijedi i za n=k+l, tJ. da Je a, .=
-1+2k.
Imamo: ak+1=55k-2ak_1(9)3-(1+2k'1)-—2-(1+2k'2)-5+3-2k“]‘-
22,25 2013, 25 Lok by 0,08 by 0K, oL

Ako Je al,ae,...,aﬁ-'niz brojeva za koji vrijedi 8,=0,
ay=1, an=3an_l—23n_2 « D=3, tada Je a.n=2n_]'—l. neN.

342
@ Ako Je a;=p+q, 8, =,ﬁ1—, a, =(p+q)ea, ,-pa-a, -, n23,
n+l__n+l
tada je a = 5-q s NEN.

Zadan je niz 1,1,2,3,5,8,13,21,... (Fibonaccijev niz)
u kome su prva dva &lana Jednaka 1, a svaki slijedeéi
glan Jje Jednak sumi dva prethodna &lana. Tada Je opél

¢lan tog niza ’_L((1+ )n_cl-r)n)' EN.
8n \ﬁ "L)E Ti 2
Broj a =51——-_g5(11—6)n+2£(%_§).n' n €N, Je prirocdan.

drod dijagonala n-terokuta je Dnu%n(né), n> 4,
Dokazt

(a) n=4 = Dy=2.

(v) Pretpostavimo da je Dy = 5k(k-3).

(c) DokaZimo da je Dy, = 3(k+1)(k-2).
A
Imamo: (
b) 1
D =D k-2 ) sk k{ k- k-1=
iy =T, (ool w1 = GErEeg) Rl
broj dija~ dijagona-
gonala iz la Alﬂk
vrha Ak+1

= SErl){k=2) g m.p.

E@J Zbroj unutarnjih kuteva n-terokuta iznosi
S, = (n~2).180% n>3.

[l_O_J._J U ravnini n pravaca u opéem poloZfaju (nikeja 2 nisu
paralelna i nikoja 3 ne pripadaju istom pramenu) di-
jele tu ravninu na l+én(n+1), ngN, dijelova.

- 15 -

U prostoru n ravninz u opéem polofaju dijele prostor
na n{n-1)+2 dijela,

Ro3] U ravnini je zadano proizvoljan broj pravaca u opéem
polofaju. Ako je a =broj tolaka presjeka pravaca, b=
= broj odsjedsks na koje su ti pravel podijeljeni
tofkama presjeka , ¢ =bro] dijelova ravnine na koje
ti pravel dijele ravninu, tada Je a~b+e=1.

Dokag:
Neka je n, n €N, bro] pravaca.
(n) Za n=l tvrdnja vrijedi jer Je a=C, bwl, ¢=2, .
(b) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n=k, tj. da Je
By = bk tep = 1.
(¢) DokaZimo da tvrdnja vrijedi i za n=k+1, tJ. da Je
811 = Piyd * Oe1 =10
Neka je dano k+l pravaca PpsPprerosPraPy qe Uoéimo k
Praveca D, ,Ppyes+sPye Prema (V) za njih vrijedi
a, —by + ck-l. Neka su P,,Pp, r--,Pk tolke u kojima
(k+1) =vi pravac Pg,1 Presijeca prethodnih k pravaces
P1sDPosseey Py Na tay nadin dobivemo novih k tolaka, pa
Je 8, 1 =8, +X. Nadalje se broj odsjedaka pravaca pove-
éao za 2k+1 (na svakom pravcu P1iPoseeeePy Jjedan odsje-
dak vile, te na pravecu Pies1 k+l odsjedaka), pa Je bk+1'
= by +2k+1, KonaZno se i broj dijelova ravanine poveéao
za k+ly pa Je ¢y ;1 =¢Cy +k+l. Stoga Je &, 4 ~by 1 +¢p 4=
= (ak+k)-(bk+2k+1)+(_c;k+k+1) =a, ~by+oy =1 (prema (b)),
8.T.D.

Ako Je a =broj vrhova, b =broj bridova, ¢ =broj ploha
konveksnog poliedra, tada je a-b+e=2,

Za sloienc dekurzivno ukamaéivanje vrijedi formula
Cy -Cn(l *I%U)n' gdje je Cj pofetna svota, p kamat —

njak, n broj ukamaéivanja, a C, komalna svota (po-
tetna svota + kamate).

Za kardinalni broj Kartezilevog produkta skupova vri-
jedi formula k(almex...nn)-ul-nz....- nt B22.

Za skupove A; (i €N) vrijedi de Morganov teorem

n c o ¢
( Uki) = N Ai ’ nz2,.
i=l i=l g
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e
Zs skupove A, (i€N) vrijedi de Morganov teorem

n e B ¢
(NA;) = \UA, 7" yn22,
M
Za skupove A (n EN) vrijedi ascecijativnost unije.

Za skupove A {(neN) vrijedi asocijativnost presjeka.

Za funkcije f :5-58 {ne N) vrijedi mssocijativnost kom-
pozicije.

Za bijekeije £ :5-8 (neN) vrijeai

-1 "10f -1.

-1
ofy “0...0f 4 -

-1
(Inorn__lo. S of201‘l) =1

n 1 1 1 5
-!E 2. "(1")'—_'2“' s D22
n=1 longn']'-IngEn R log,2 \

n
3 . cos(2n-1)x -%:-f—ﬁq s DEN,

ns=1l

Dokaz: in2
(a) Ze n=1 tvrdnja vrijedi jer je cosx-%ﬁ-n—:.

k :
(b) Pretpostavimo da Je Ecoa(an_l)x_si:laxgtx .

k+l
(¢) Dokazati da Je glcos(zn-—l)x-“n %g;]:'xllx .

-

Do{a:: "

k+ -

;Zlcos(2n-l)x = xEI'l cos(2n-1)x + cos(2k+1)x (B %Ei%gs— +
+ c0a(2k+1l)x = sinZkx + singi 11:;1 )x - 8in2kx _ sinﬁi g;l X ,
g.1.0. »

n
f15] 3 sin(2n-1)x -dpnx  sen.
n+ nx
g n sin —z& «8in
Rie} 5 sinnx- = £, new,
n=1 ein
! n+l nx
n coB -8in
Proonnen LEIIF gy,
n= sini

n
-18 cosX - BiDX neN.
:I:'l 20 anain;zﬁ i

- 17 -
119, Polinom Pn(x) =co8 nx se mofe lzraziti keo polinom
stupnja n po cosx.
Dokaz:
(a) Za n=1 i n=2 tvrdnja vrijedi jer je Pl(x) acoex i Pz(x)-
= COB2X = acoaax-]..
(b) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n=k-1 i n=k, tj. da

se polinomi Pk-l i Pk mogu izraziti kao polinomi stup
nja k-1 1 k po cosx. :

(¢) Doka¥imo da tvrdnja vrijedi i za n=k+l, tj. da se poli-
nom Ph], mo¥e izrazitl kao polinom stupnja k+1 PO COBX.

EKako Je Pk+1(x) = coa(k+1)x = 2coskxscosx - ecoa(k-1)x, to
prema (b) slijedi tvrdnja, 5.T.D,

120. Ako su z, ~a_ +b i (ne&N) kompleksni brojevi i E;-
o g W (neX) njima pripedni konjugirani komplekani
brojevi, tada je " n S
zn = E zn L}
n=1 n=1
121. Ako su Zy, =8, +b.i (n&R) kompleksni brojevi i x: =
=a,-b.i (neN) njinma konjugiranc kompleksni brojevi,
tada je n n
z =[] z_ .

n=l B p=1 B

122, Ako su z,=a,+b i (n ¢N¥) kompleksni brojevi, a |2,] =
=Y a2+q2 {(n €X) njihovi modull, tada Je

l%. z .I-!E] l‘nf .
n=1

n=1 o

123, (cosx +1i.8inx )™ = cos nx +iesin nx, ngNy 1= \/-_1. »
(I Moivreova formula).
Dokaz:
(a) Za n=1 tvrdnja vrijedi.
(b) Pretpostavime da je (cosx + i-sinx)k = coskx + 1.8inkx,
(c) Dokazati da je (cosx+i-sim:)k+1 = coa(k+1)x+i.9in(k+1)x,
Imamo: (coax+i.sinx)k+1 = {coax+i .ainx)k-(cosx+i-sinx')?}3)
(b (coskx+i-sinkx).(cosx+iesinx) = {coskxe.sinx -
-8inkxssinx) + i.(sinkx.cosx + coskx.sinx) = cos(k+1)x +
+ iesin(k+l)x, S.T.D.

124, (coax-i-sinx)n=coanx-iosinnx, néEN, ia\/—_l .
(II Moivreova formula).
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@ Ako je z =r{coax +i.sinx) trigonometrijski oblik kom-
pleksnog broja, dokazati da Je

" = r(cos nx +i.8innx) , n €N.

@ Ako Je g =r(cosx +1ie.8inx) trigonometrijeki oblik kom-
pleksnog broja, dokazati da Je

B/z =BfT(cos -’E%EI+ i.8in 5:-3-5-'1 s B=0,1,2,..0,0-1,
nz2.
Za potenciju matrice vrijedi:

co8x ginxIn coanx sinnx
-sinx cosx -sinnx cosnx|* D€EN-

[1 1lln . 1 n] -

0o 1 o 1) .
i & i .

f29] ako Je matrice A=|1 1 1|, tada je A®=3P"lx, nen.
T 1 1

Ako su A,B,C,D kvadratne matrice reda m, I jediniéna
matrica istog reda a 1 ako vrijedl: A=CBD i DC =1,
tada vrijedi A™ = CB”D, n¢HN.

[a l]n . an-1, [u. n
0 =a 0 =
h32] [ 2)n (32 o

- 9 N.
5 1 0 g2n |+ B €

A

y DER.

1 0 S

Fo=F, _1+F,.p 28 n €N, tzv, Fibonaccijevi brojevi.

Fn»l
ol nEN, gdje su P_4=0, F,=1,

1 0 o0 n 1 ) 0 0
1 1 0o n 1 o o
o 1 1 &;il an 1 o]
-1 =i B ~aflE=l) o, g 3
neN.

- 19 -

Vrijednost determinante Dn n-tog reda jednaka Je:

g2 B 0 0 ..o O 0
-1 2 3 0 e O 9]
0 =1 2 3 een O 0

P R T R N B B R

M R A I B A S )

0 (¢ 0] O ave 2 ]
0] o] C U esa—l 2
Dokag:

(a) 2Za n=1 1 n=2 tvrdnja vrijedi.

¢ 0 -1 2...0 0 [=z3"L(-1)"), nen.

(b) Pretpostavimo da Je D,_; = #(35+(-1)¥1),n, = 335 14(-1)¥).
(c) DokaZimo da je Dk+1=%(3k+2+(-l)k+1)-

Razvijanjem determinante Dk+1 po elementima prvog stup-

ca dobivamo: % 0

Dk+1

terminante pe el. 1. retka) ”2Dk+1'3nk-—1

R N R R A B ]

C seuas O 0
‘-l 2 3 v O O

c =1 2 ... 0 0
-2Dk—(-—l)o bamsmsssssessaneBan

0 0 0 ...2 0
c 0 0 ese=1 2

= (razvijanjem de-

(b) §(3k+1+

(1) + FF (D) = 3338 20 (1) s a1y E T
= 23524k, 8.r.D.

0 1 1...1
T 8 o 2
po=[1 1 0 ...1|=(-2)"li(n-2), nen.

R R S

(R R NN NN

1 1 1...0

X ¥y F ena ¥
¥y X Y esne ¥

D=|¥y ¥ X...3|= (x—y)n"l-x+(n-1)y,

ssassscsssassane

y i F ess X
n€N.
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e
R % Bl
x 1+x2 xa...O . "
D =| © x 1+x%... O = (24x7)D 4 -X"D, o=
aesemcnavassarannans = 1+x2+x4+...+x2n, n £N.
Q 9] 0 ..-14x
m n n n n
B @ @@
-a b 0 ... O
n
Do,1=| © -a P ... O | = (a+b) ", n EN.
AS s BV RARATRAFEE TSRS
LRCRC R N B O BE R RN BRI B B I B
0 0 0 ‘Ol.b
1
b |
T oT C eveu O |
1 1 1 1 ;
Dn+1_- =T g o) 0 |= ar » n&N.
1 1 1 1
nl To-1)T (a-2)T* 0l
cCOBX 1 0 aee ©
1 2eogx 0O ... O
Dn- ?.0....%..?????:::-.?0 2 cosnx’ nE‘N'
o 0" 0 iii2cosx

Sustav Jednad¥bi 2%+ Xyt Xzt et Xp=l
xl+2x2+ Xzt evet xn='2
x,+ x2+2x}+ sest xn-?:

SessssFb e averRensRbal

X+ Xph A 2 st2K, =D
ima rjefenje: X, =m- 5, m=1,2,..040, nEN,

Skup Sn-{l,E,...,n} od n elemenata ima nl =1e2....%n
(Zit. n faktorijela) permutacija bez ponavljanja.
Dokaz:

{(a) Za n=1 tvrdnjas vrijedi, jer je Py =1.

(b) Pretpostavimo da vrijedi Py =kl.

{c) Dokaiimo ds vrijedi Pk+1 = (k+1)! .

- 21 -

Cdaberemo 1i prvi broj 1, tada se preostalih k brojeva
prema (b) moZe poredati na k! nadina . Isto to moZemo
udiniti za brojeve: 2,3,see,k,k+l, pa imamo:

Py, = (etl).kl = (k+1), S.T.D.

Ako u skupu od n elemenata medju njima ima po My yMny

ceeyly, (m1+m2+. ool X n) jednakih, tada je broj per-

mutacija s'pomvl.‘]an:]em jednak Pn;ml'mE‘""mr =
B rsnEN.

mll .mal.,,.omr

Neka je TSA,xA,x...xh skup uredjenih n-torki
(81485400 -y8,) definiran ovako:

Prvu komponentu 84 moZemo izabrati na P, razliditin
nadina; za svaku veé izsbranu prvu komponentu, drugu
komponentu a, moZemo izabrati na p, razliéitib nadi-
na; ..s» o z8 8veki izbor komponenti BysBoyeceyBy 9y
n-tu komponentu & moZemo izabrati na p, razliéitih
nadina, Tada skup T ima DyDPpe Py elemenata, n€N.
(Teorem o uzastopnom prebrojavaniu).

U n-&lanom skupu broj varijacija bez ponavlijanja r-te
Klese (P<n) 3¢ y2 . n(n-1)...(n-r+1) = 52T » BEN.
5] n-Elanom_skupu broj varijacija sa ponavljanjem r-te
klase Je V;-nr, nEN.

U n-&lshom skupu broj kombinacija bez ponavljanja r-te

klase (r<n) Je 0: - (g) c n(n_'l);l. s(n-r+l) - 1(1111_1‘ ,

n eN.

U n~&lanom skupu bro] kombinascija sa ponavl]anjem r-te

klase je T _  n+r-1 _§n+r--1;I
Cn(r)r'n— » BEN.

() = (%) =gTeesT » b €N

2+ Ei= O, men,
D+ e+ (@ =), nen,

1

n
(8+b)™ =5 (;)an-rbr’ n €N, (Binomni teorem).

r=1
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n+1) 5
2)-n 'y n32.

() + (Prewer(D) 2", nen.
n+l
B+ 3B+ eun e () =252, nen,

G+ r(2e (2, nen.

EEHEE

ll-1+21-2 +ese+nlenm=(n+l)! =1, neN.
(2041)(2043)(2045)... . (4hn-3) (4n-1) = LSRN B, nen.

e (D
ot $-1, nen.

2 3 n-2
2-4 'é ...n 1
(al )2~ ® II2T...5r DEN.

1"+ 1P 10+ (-1)22(3B)10 4 L. + 205 4
= 729", neN.

Ako je Sm-1m+2m+...+nm, tade jJe (n+1)®*1 .

- (nil)sm + (mzl)sm_l + s0e + (m;l)sl +0+ 1| n,m EN.

\n
=

o

3 [

(2+1)[(32), nen.

@%EH, neEN.

(n1)

Coh = C1H e (3 -+ (1Y) = (1R, nymen.

n
2 W@ - @)Y, nen.

B EE EE

al £ (35", a2,

63] nt >2%°1, n>3,

B70] mi<van(eel) 55,
' (a1)2> o8, n>2.
%<n+ » D22,

bz] B®>ni> B2, aze.

&

- 2% -

hou) 2<1+DHPc 1+ 2™ 3, nen.

b@ Za derivaciju potencije vrijedi (xn)' = nx
Dokaz:

{a) Za n=1 tvrdnja vrijedi,

(b) Fretpostavimo da vrijedi (xk)’ - kxk-1,

{¢) Dokazati da vrijedi (xk+1)’ = (k+1)xk.
Imamos: (xk+1)' = (xk.xg = (xk)' X+ xk.x' {(po pravilu de-
rivacije produkta) oL 4+ x®o1 = (ke21)xE, E.7.D.

E?G] Za totalni diferencijal n-tog reda funkcije z =z2(x,y)
vrijedi: o,
z-Z = dx"""dy", n €N,

n=o x2°0 yT

Ze integral In-jcosnxd.x vrijedi:

1 n-1__ n-1
I, =peinxecos™ "x+=1) o, n=2.

n-l‘ n €N,

1 n-1 n-1
78 In - Isinnx dx = - Ecosx.sin X+ TIn-E' n=2,
dx 1 sinx n-2
Ta® Jcosnx ) D‘I n-'.l -IIn-Q‘ nzid.

dx 1 COBX
In= n_ - "~ n=1 s 8 IIn o9 NZ 2.

coe X

E . ZADACI BA. NATJECANJA
— 2n 2n
hsi} i (-1)‘”1%= b % n€EN. (Opéinsko natjecanje SR
ne=l nsn+l Srbi:le-1982.g.-II 1‘.)-
B2} 5 &
n=2

n>1l. (Republifko natjecanje
Td 3a "‘n’(n+15) SR grbi;je—le?ll-.g.-l f.,),

n+l

hez| E 222" Y1y a2 -2 *meN. (Wedjuopéinsko natje-

n=l 2o canje SR Brbije-19
So"’Iv r.).

n

-m ‘—E)— Pymlanm+ ...+- néN, (Opéinsko natjeca—
1{_;:1 k 3 ! nje SR Srbije-1979.
n-1 go=I1 :I'.‘.).

- Ec +§] - [ax], x€R, neN, (a]-najvesi cijeli dio od
=0

a koJi nije weéi od a.
(Republi&ko natjecanje SR SloveniJe-1985.g.-III r.).
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[vs]
(o]

- e - = - - - = o
~J \J no

E]

= Dl

tsdltgzdoootm-z%: = W, HEN.
(Pokrajinsko natjecanje SAP Vojvodine-1988,g.-III r.).

1 1
+ >1l, n€EN. (Republidko natjecanje SR Ma-
3a+1 © kedonije-1988,g.~IV T's).

+ boes tumdi n=2. (Medjuopéinsko natjecanje
—? 2_ 2 SR Srbige—l‘)??.g.-IV r.g

1
TR ——2-)1 n>2. (Republilko natjecanje SR
B B it § Vo Boan; i l)iercegovina—l%?.
s.-I 1'. L]

33‘3 5.;.: ;-5-;...{211-1,(2‘ neﬂ.
(Medduopéinsko natjecanje SR 8rbije-1977.8.~III, r.).
2n 1
*ose +=d n>3, (Re ublidko natjecanje
It +2r at : grbi,je—l‘)B}.g.-IIg To)
>n s 125 (Opéinsko natdacan;le SR Bosne i Herce -
govine-1987.g.~IV . ).

(1n)n< nl, s ne.N. (Republidko natjecanje SR Sloveni;je
3
'L =1986.g.~IV Ts).

(30)1 >0°®, neN. (Republidko natjecanje SR Slovenije
1986.3.*-1? r-)-

nl2/n®, néN. (Republidko natgecande SR Hrvatske
-1986.5.-111 I'.

By g.a 2
-+

2 4 6 2nlige 13 % n>3, (Re
$GoMe e e S o publifko natjecanje SR
A o V2o +1' Makeédonije-1987.g.-II T.).

Ltm+aoe+ - +0> n-\/n+1 n>1. (Opéinsko natjecanje
3 ’ SR L;:rbi;ie~1981.g.-IIIB
e e

\,—1 ‘/_+...+E>Vx YEotas etk +n~-1, neN, xieR(i-l 2,

--o,n)n

(Republiéko natjecanje SR Slovenije~1988.g.-IV T.).

cos(cos. ..(cosx)...)> sin(sin.. .(ainx)...), néN,

E

2n 2n xe(O,gj.
(Pokrajinsko natjecanje SAP Vojvodine—l988.g.-—11’ Te)o

Ako au %y i %5 nule polinoma P(x) =x -1988x+1 tada
Je xl +x2 €N, néEN,
(Pokrajinsko natjecanje SAP Vojvodine-1988.g.-IV T.).
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