ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — B varijanta
24. ozujka 2022.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-1.1.

Zbroj dva broja je 6. Ako je zbroj njihovih kubova 90, koliki je zbroj njihovih kva-
drata?

Prvo rjeSenje.
Neka su trazeni brojevi z i y. Prema uvjetima zadataka vrijede jednakosti:

r+y=061iz3+y>=90.

Primjenom formule za kub binoma i gornjih jednakosti redom slijedi:

(x+y)? = 2% + 322y + 3xy® +¢° 1 bod
(z+y)?=2*+y*+3zy(z +vy) 1 bod
63 =90 + 3zy - 6 1 bod
18zy = 126

xy =17 1 bod

Sada se iz formule za kvadrat binoma izrazi trazeni zbroj kvadrata:

22 +9? = (v +y)? — 2y 1 bod
paje: 22 +y? =6 —2.7 =22, 1 bod
Napomena:

Jednakost zy = 7 moze se dobiti i primjenom formule za zbroj kubova:

2?4y = (r+y)(2? — 2y + ) 1 bod
90 =6 - (22 — 2y + 9?)

15 =22 — oy +y? 1 bod
15 = (z +y)? — 3zy 1 bod
15 = 62 — 3ay

3xy = 21

xy =17 1 bod
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Drugo rjeSenje.

Neka su trazeni brojevi z i y. Prema uvjetima zadataka za z i y vrijedi sustav jednadzbi:
r+y=26
z® +y* =90

Izrazimo jednu od nepoznanica iz prve jednadzbe i uvrstimo u drugu.

y=6—ux
3+ (6 —z)% =90

Nakon kubiranja i sredivanja redom slijedi:
23 4216 — 108z + 182% — 23 = 90
1822 — 108z + 126 = 0

22 —6x+7=0
22 —6x+9—-2=0
(x —3)2=2

Postoje dva realna broja x koja zadovoljavaju navedenu jednadzbu.

r — 3 = +/2, odnosno:

x1:3+\/§,atadajey1:6—x1:3—\/§.
x2:3—\/§,atadajey2:6—x2:3+\/§.

Polazni sustav jednadzbi ima dva rjesenja: (3 +v/2, 3 —v2) i (3 —v2, 3+ 2).

U oba je slucaja trazeni zbroj kvadrata jednak:
2+ =B+vV2)2+(B3-Vv2)?=9+6V2+2+9-6V2+2=22

Zadatak B-1.2.

Kojom znamenkom zavrsava broj 22022 4 32022 4 72022 9

Rjesenje.

Potencije broja 2, pocevsi od 2!, zavrsavaju redom znamenkama 2, 4, 8, 6 i dalje se
periodicki ponavljaju.

Potencije broja 3, pocevsi od 3!, zavrsavaju redom znamenkama 3, 9, 7, 1 i dalje se
periodicki ponavljaju.

Potencije broja 7, poéevsi od 7!, zavrsavaju redom znamenkama 7, 9, 3, 1 i dalje se
periodicki ponavljaju.

Zadnju znamenku potencija 22022 32922 j 72022 odredit ¢emo tako da odredimo ostatak

pri dijeljenju eksponenta 2022 brojem 4. Bududi je 2022 : 4 = 505 i ostatak je 2, slijedi:

Broj 22022 zavr$ava istom znamenkom kao i broj 22, odnosno, znamenkom 4.
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Broj 32022 zavrSava istom znamenkom kao i broj 32, odnosno, znamenkom 9.

Broj 7222 zavrSava istom znamenkom kao i broj 72, odnosno, znamenkom 9.

Zbroj 22922 4 32022 4 72022 7avr§ava istom znamenkom kao i broj 4 +9 4+ 9 = 22 pa je
znamenka jedinica broja 22022 4 32022 1 72022 jednaka 2.

Zadatak B-1.3.

Koliko ima peteroznamenkastih visekratnika broja 15 kojima su znamenke iz skupa
{0, 1, 2}7

Prvo rjesenje.

Prva znamenka mora biti razli¢ita od 0. Broj je djeljiv s 15 ako je djeljivs 31 5.

Broj je djeljiv s 5 ako mu je posljednja znamenka 0 ili 5, a kako znamenke mogu biti
jedino 0, 1, 2 posljednja znamenka moze biti samo 0.

Prva znamenka moze biti 1 ili 2. Stoga su trazeni visekratnici oblika 1xyz0 ili 2xyz0.

Da bi broj bio djeljiv s 15, mora biti djeljiv i s 3 pa mu zbroj znamenki mora biti djeljiv
s 3. Postoje sljede¢e moguénosti:

l+z+y+2=3,
l+z4+y+2=6,
24r+y+z2=23,
2+x+y+2=6,

odnosno, zbroj znamenki x, y, z moze biti 1, 2, 41 5.

Buduéi su znamenke x, y, z iz skupa {0, 1, 2}, dane je zbrojeve moguce dobiti na
sljedece nacine:

Zbroj 1 moze se dobiti ako su dvije znamenke 0, a jedna znamenka 1. Takvih je 3
mogucnosti jer znamenku 1 mozemo smjestiti na tri nacina, odnosno, moze biti bilo
koja od znamenki x, y ili z.

Zbroj 2 moze se dobiti ako su dvije znamenke 0, a jedna znamenka 2 ili ako su dvije
znamenke 1, a jedna znamenka 0. Kao i u prethodnom sluc¢aju za zbroj 1, zaklju¢ujemo
da je takvih 3 4+ 3 = 6 moguc¢nosti.

Zbroj 4 moze se dobiti ako su dvije znamenke 1, a jedna znamenka 2 ili ako su dvije
znamenke 2, a jedna znamenka 0. Kao i u prethodnom slucaju, takvih je 3 +3 = 6
mogucnosti.

Zbroj 5 mozemo dobiti ako su dvije znamenke 2, a jedna znamenka 1. Kao i u prvom

sluc¢aju, takvih je 3 moguénosti.

Dakle, ukupno je 3 4+ 6 4+ 6 + 3 = 18 trazenih visekratnika.
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Drugo rjeSenje.
Prva znamenka mora biti razli¢ita od 0. Broj je djeljiv s 15 ako je djeljiv s 31 5.

Broj je djeljiv s 5 ako mu je posljednja znamenka 0 ili 5, a kako znamenke mogu biti
jedino 0, 1, 2 posljednja znamenka trazenih visekratnika moze biti samo 0. 1 bod

Broj je djeljiv s 3 ako mu je zbroj znamenki djeljiv s 3. To znaci da zbroj preostale
cetiri znamenke moze biti 3 ili 6.

Ako je zbroj preostalih znamenki jednak 3, Cetiri preostale znamenke mogu biti 1, 1, 1, 0
ili 1, 2, 0, 0.

Ako su to znamenke 1, 1, 1, 0, trazeni broj mora biti oblika 1xyz0, gdje znamenku 0
mozemo rasporediti na 3 nac¢ina (na mjesto znamenke x, y ili 2). 1 bod

Ako su to znamenke 1, 2, 0, 0, trazeni broj mora biti oblika 1zyz0 ili 2xyz0, a u oba
slucaja preostalu znamenku razli¢itu od 0 mozemo rasporediti na 3 nacina. 1 bod

Ako je zbroj preostalih znamenki jednak 6, Cetiri preostale znamenke mogu biti 2, 2, 2, 0
i1, 1,2 2

Ako su to znamenke 2, 2, 2, 0, trazeni broj mora biti oblika 2xyz0, gdje znamenku 0
mozemo rasporediti na 3 nacina. 1 bod

Ako su to znamenke 1, 1, 2, 2, trazeni broj mora biti oblika 1xyz0 ili 2zy20, a u oba
sluc¢aja preostalu znamenku jednaku pocetnoj mozemo rasporediti na 3 nacina. 1 bod

Ukupno postoji 3+ 2 -3+ 3+ 2 -3 = 18 trazenih visekratnika. 1 bod

Trece rjesenje.
Prva znamenka mora biti razli¢ita od 0. Broj je djeljiv s 15 ako je djeljiv s 3 i 5.

Broj je djeljiv s 5 ako mu je posljednja znamenka 0 ili 5, a kako znamenke mogu biti
jedino 0, 1, 2 posljednja znamenka moze biti samo 0. 1 bod

Broj je djeljiv s 3 ako mu je zbroj znamenki djeljiv s 3, sto znac¢i da za preostale 4
znamenke postoje Cetiri slucaja.

Prvi slucaj: tri znamenke 1 i jedna znamenka 0.

U tom slucaju postoje 3 moguénosti: 10110, 11010, 11100. 1 bod

Drugi slucaj: dvije znamenke 1 i dvije znamenke 2.
U tom slucaju postoji 6 mogucénosti: 11220, 12120, 12210, 21120, 21210, 22110. 1 bod

Tredi slucaj: jedna znamenka 1, jedna znamenka 2 i dvije znamenke 0.

U tom slucaju postoji 6 mogucénosti: 10020, 10200, 12000, 20010, 20100, 21000. 1 bod
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Cetvrti slucaj: tri znamenke 2 i jedna znamenka 0.

U tom slucaju postoje 3 mogucnosti: 20220, 22020, 22200.
Ukupno postoji 3 + 6 + 6 + 3 = 18 trazenih viSekratnika.

Zadatak B-1.4.

Na stranici AB trokuta ABC dane su tocke P i Q) takve da vrijedi |AP| = |PQ| = |QB].
I 1 -

Na stranici BC' dana je tocka R takva da je |RC| = §|BC’|, a na stranici AC' tocka S

1
takva da je |SC| = §|AC |. Ako je povrsina ¢etverokuta PQRS jednaka 16 cm?, kolika

je povrsina trokuta ABC?

Prvo rjesenje.

w
/O
20

Ue
[1 /—I
Q

Uoc¢imo da je ASRC ~ AABC po SKS poucku o sli¢nosti jer vrijedi:

1
%:%:3141403:450}{

A P B

SR| 1 1
Iz navedene slicnosti slijedi da je SR || AB i \|AB‘\ =3 odnosno, da je |[SR| = §|AB|.

1
Bududi je |PQ| = §|AB| = |SR| i PQ || SR, zakljucujemo da je ¢etverokut PQRS
paralelogram.
Neka je v, visina iz vrha C trokuta ABC, a v visina na stranicu P(Q paralelograma

PQRS.

2
Tada vrijedi v = §UC jer je visina v jednaka razlici visina iz vrha C' trokuta ABC' i
SRC.

Povrsina paralelograma PQRS' jest:

2 1

2
pa je 16 = 9 |AB]| - v., odnosno, |AB| - v. = T72.

AB]| - v,
Konacno, trazena je povrsina P(ABC) = ’2’?) = 36cm?.
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Drugo rjeSenje.

S

U1
v
U2 / U3
[ 1 1
Q

Neka su v visina trokuta ABC' iz vrha C, vy visina trokuta SRC iz vrha C, vy visina
trokuta APS iz vrha S i v3 visina trokuta QBR iz vrha R.
SC| |RC| 1

|AC|_\BC’|_§i<ACB:<ISCR'

A P B

Vrijedi ASRC ~ ANABC jer je:

1 1
Tada je vy = 3Y i|SR| = §|AB|. Iz sli¢nosti trokuta SRC' i ABC slijedi i da je pravac

SR paralelan pravcu AB pa je vy = v3. Iz navedenoga slijedi:

1 1
b _vielSR_ 30 3Bl 1 vejap 1
SRC = 9 = 9 =9 7 = gtasc
L. . 1 . 2
Bududi jev=v; +vyivy = gv, slijedi vy = v3 = §U‘

Izrazimo povrsine trokuta APS i QBR pomocu povrsine trokuta ABC.

2 1
po. v APl _ 3" 3Bl 2 wjap 2,
APS = 5 = 5 =3 5 = glasc
2 1
p _U3'|QB|_§U'§’AB’_2 v-|AB|_2P
SRC = 5 = 5 =3 5 = glasc
Tada je:
Papc = Paps + Poer + Psrc + Ppgrs,
2 2 1
Papc = §PABC + §PABC + §PABC + 16,

4
odnosno: §PABC = 16.

Kona¢no, traZena je povrsina Pigc = 36 cm?.
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Zadatak B-1.5.
Tr—a a T+ a

Zadana je jednadzba + = . Odredite sve vrijednosti realnoga

?2—-1 224z 22—x
parametra a za koje ta jednadzba nema realnih rjesenja.

Rjesenje.
Rastavimo nazivnike svih razlomaka na faktore i napisimo uvjete na rjesenje dane
jednadzbe.

r—a a rT+a

G—De+1) 2wt z@—1
Uvjeti na rjesenje su: = # +1, x # 0. (*¥)

Mnozenjem jednadzbe zajednickim nazivnikom i sredivanjem jednadzbe redom se do-

biva:
r(zx—a)t+alr—1)=(r+a)(z+1)
> —ar+ar—a=2>+ar+z+a

—axr —xr = 2a

—(a+ 1)z =2a
Razlikujemo dva slucaja:
1) Za a = —1 jednadzba prelazi u 0 - x = —2, $to nije moguce niti za jedan z € R.
2a

2) Za a # —1 dobiva se v = — .

) # v o

2
Uoéimo da je x = — —fl rjeSenje polazne jednadzbe ako su zadovoljeni uvjeti (*):
a

Iz x # 0 slijedi 2a # 0 pa mora vrijediti a # 0.
1
Iz x # 1 slijedi —2a # a + 1 pa mora vrijediti a # -3

Iz x # —1 slijedi 2a # a + 1 pa mora vrijediti a # 1.

2a
Prema tome, x = — 1 rjeSenje je polazne jednadzbe za a € R\ {
a

1
~1, —,0,1}
3

1
Konacno, polazna jednadzba nema rjesenja za a € {—1, —3 0, 1}.
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Zadatak B-1.6.

Vlasnici hotela su na pocetku turisticke sezone za 4000 kn kupili nove deke, plahte
i jastucnice. Svaku su deku platili 120 kn, svaku plahtu 50 kn, a svaku jastuc¢nicu

25 kn. Ako su kupili ukupno 100 artikala, koliko je kupljeno deka, koliko plahti, a
koliko jastucnica? Kupili su barem jedan artikl od svake vrste.

Prvo rjeSenje.

Neka je x broj kupljenih deka, y broj kupljenih plahti i z broj kupljenih jastuc¢nica,
x, y, z €N,

Prema uvjetima zadatka vrijedi:
r+y+z=100 i 120z + 50y + 25z = 4000.

Izrazimo jednu nepoznanicu iz prve jednadzbe i uvrstimo u drugu:
z=100—2 —y
120z 4+ 50y + 25(100 — x — y) = 4000
192 + 5y = 300
Iz posljednje jednadzbe ponovno izrazimo jednu nepoznanicu pomocu druge:
. 300 — 5y _ 5(60 — y)

19 19

Budu¢i da z, y i z moraju biti prirodni brojevi, zaklju¢ujemo da brojnik mora biti
djeljiv s nazivnikom, odnosno, da izraz 60 — y mora biti viSekratnik broja 19
i da mora vrijediti y < 60.

Tada je 60 —y = 191li 60 —y = 19-2 =38 ili 60 —y = 19- 3 = 57.

Za svaku od tih moguénosti dobivamo jedno od tri rjesenja zadatka.
Iz y = 41 slijedi z = 5 i z = 54, odnosno, kupljeno je 5 deka, 41 plahta i 54 jastucnice.
Iz y = 22 slijedi x = 101 z = 68, odnosno, kupljeno je 10 deka, 22 plahte i 68 jastuc¢nica.

Iz y = 3 slijedi x = 15 i 2 = 82, odnosno, kupljeno je 15 deka, 3 plahte i 82 jastucnice.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2022.

1 bod

2 boda

1 bod

1 bod
1 bod

1 bod

1 bod

1 bod

1 bod

8/38



Drugo rjeSenje.

Neka je x broj kupljenih deka, y broj kupljenih plahti i z broj kupljenih jastuc¢nica,
x, y, z €N,

Prema uvjetima zadatka vrijedi:

rty+z=100 i 120z + 50y + 252 = 4000. 1 bod

Izrazimo iz druge jednadzbe nepoznanicu z i uvrstimo u prvu jednadzbu. Redom

dobivamo:

24
z:160—€x—2y

24
x+y+160—€x—2y:100

19
——x —y = —60. 1 bod
5
. o . ) , - . 19
Iz ove jednadzbe izrazimo nepoznanicu y pomocu z. Slijedi da je y = 60 — Ex 1 bod
Zatim izrazimo i z pomocu x:
24 19 14
z:160—x—2(60—x):40—|—m. 2 boda
5 5 5
Kako su x, y, z prirodni brojevi, iz y = 60 — Em zakljucujemo da je:
x visekratnik broja 5 1 bod
i da mora vrijediti x < 15. 1 bod

Iz x = 5 slijedi y = 41 i z = 54, odnosno, kupljeno je 5 deka, 41 plahta i 54 jastucnice.

1 bod
Iz x = 10 slijedi y = 221 z = 68, odnosno, kupljeno je 10 deka, 22 plahte i 68 jastucnica.

1 bod
Iz x = 15 slijedi y = 3 i 2 = 82, odnosno, kupljeno je 15 deka, 3 plahte i 82 jastucnice.

1 bod
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Zadatak B-1.7.
Duljina osnovice jednakokrac¢noga trokuta je 6 cm, a kosinus kuta uz osnovicu iznosi

5
3 Odredite polumjer kruznice koja dodiruje oba kraka tog trokuta i njemu opisanu

kruznicu.

Prvo rjeSenje.

Neka je P poloviste osnovice BC, N poloviste kraka AC, a S sjeciSte simetrala stranica
jednakokracnoga trokuta ABC ujedno i srediste trokutu opisane kruznice radijusa R.

Prema uvjetima zadatka uz oznake kao na skici vrijedi:

ol

cos f = “<, odnosno,

5
13

S W

3
iz ¢ega slijedi da je b = = cm.

2
Primjenom Pitagorina poucka na trokut APC dobiva se jednakost |AP|* + <;) =’

39\ 2 36
iz koje slijedi da je |AP| = (5> —32 = - om.

Vrijedi da je AANS ~ AAPC po KK pocku o sli¢nosti jer je <ANS = <APC = 90°

1<NA9=<PAC::%.

b
5 AP 169
2 _ | 2 |, odnosno, da je 2R = 20 cm.

Iz sli¢énosti trokuta slijedi da je

A

Neka je r trazeni polumjer manje kruznice i  udaljenost
od sredista te kruznice do vrha A.

D
a
Bududéi da vrijedi sin% = % = 153, slijedi da je % = 153, odnosno, da vrijedi x = ET'
Uoc¢imo da vrijedi |AD| = 2R = x + r, iz Cega slijedi:
169 13 169
20 = gr + r, odnosno, r = ) cm.
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Drugo rjeSenje.
A

Neka je r trazeni polumjer manje kruznice, a
x udaljenost od sredista te kruznice do vrha A
nasuprot osnovice jednakokracnoga trokuta ABC.

Neka je R radijus opisane kruznice, a v visina na
osnovicu a jednakokracnoga trokuta ABC. 1 bod

3 39
< odnosno, B3 iz ¢ega slijedi da je b = = cm. 1 bod

a2
Primjenom Pitagorina poucka dobiva se jednakost v* + (2> = b? iz koje slijedi da je

2
v = <39> —32:%0111. 1 bod
5 5
108
Bududi da vrijedi Page = % == cm?, 1 bod
-b-b b? 169
iz Pago = & T slijedi daje R= ;ABC = o om, 2 boda
Buduéi da vriiedi sin & ﬁ51"d'd‘T 5
1 Tl 1 S1In — = = — 1 1 =
uduéi da vrijedi sin o = cos 13,SJe aje 3’
1

odnosno, da vrijedi x = 537“. 2 boda
Uoc¢imo da vrijedi |AD| = 2R = = + r, iz Cega slijedi:
169 13 169
20~ ET + r, odnosno, r = ) cm. 2 boda

Trece rjesenje.
A

U jednakokracnome trokutu ABC' tocka P poloviste
je osnovice BC, a R polumjer tom trokutu opisane

kruznice.
Neka je r = |SD| = |ST| trazeni polumjer manje
kruznice, pri ¢emu je S njezino srediste. 1 bod
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_|pPC 3 5

U pravokutnome trokutu AAPC vrijedi cos(<PCA) = IAC] = |AC] 13

39

iz Cega slijedi |AC| = F om 1 bod
Uoc¢imo da vrijedi AAPC ~ AATS jer je <ATS = <APC =90° 1 <T'AS = <PAC. 1 bod
Slijedi da je <PCA = <T'SA pa je prema uvjetu zadatka cos(<T'SA) = 153
Bududi je |AD| = 2R = |AS| + r, slijedi da je |AS| = 2R —r.

ST 5
U trokutu AST vrijedi cos(<T'SA) = ;AS; = QRT_ ~ pa je QRT_ — =13 2 boda

Polumjer R odredujemo iz trokuta AC'D u kojemu je <ACD = 90° po Talesovom
poucku o kutu nad promjerom kruznice:

39
AC] _ 5 _ 39
DAC) = — = 2 = —. 1 bod
cos(ADAC) = 551 = 9k ~ 10 °
T . 5\% 12
Buduéi vrijedi cos(<DAC) = cos(<PAC) = sin(<«PCA) =4/1 — <13> =13 1 bod
3 12 169
slijedi da je 1R - 13’ odnosno, da je R = 0 cm. 1 bod
1
Konafno se iz ——— = o dobiva da je r = 169 cm. 2 boda
2R—r 13 72
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — B varijanta
24. ozujka 2022.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-2.1.

V6 + V2
4

Ako su « i 3 siljasti kutovi pravokutnog trokuta i sin 3 =
Ccos .

, odredite sin « -

Prvo rjeSenje.

Iz osnovne veze sin? « + cos? a = 1 te cos a = sin 3 slijedi da je

sin?a =1—cos’a =1 —sin? 3. 2 boda
Nadalje je
L VE+v2\" 16-8-2V12 (V6 -2\’
sinfa=1—|——| = = : 2 boda
4 16 4
—/2
Tada je sina = \/64\/_, a 1 bod
. V6—v2 V6+v2 6-2 1
sina - cosa = - = =-. 1 bod
4 4 16 4
N L 2-/3 - S
Napomena: Ukoliko uéenik dobije sina = A dobivanje konacnog rjesenja
(i zadnjeg boda) treba provesti sljedeéi postupak:
e 2= VBVEVE JE-V36+v2?2  \J2-V3)(B+4v3) 1
2 4 8 B 8 4
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Drugo rjeSenje.
Neka je a duljina katete nasuprot kuta «, b duljina katete nasuprot kuta 5 i ¢ hipote-

a
nuza danog pravokutnog trokuta. Tada je sina = —, cosa =sin g = —.
c c

b V6+V2 V6 ++2
Iz - = S slijedi b= .
C

Prema Pitagorinom poucku je

2 16 — 8 — 2/12 — 2\’
a2:cz—b2202<1—<\/_61—i_6\/§>>:c2 0 816 \/_202<\/64\/—> ) 2 boda

2 boda

V62 VG-V

Odatle slijedi a = 1 ¢, pa je sina = 1 1 bod
Tada je

si cos si sin 3 V6-v2 VEtv2 6-2 1 1 bod

. — - S1n = . = - —.
ina a = sin 1 1 16 1
Zadatak B-2.2.
Odredite apsolutnu vrijednost razlike rjesenja jednadzbe
z(10a — 5z +6) = (ba +1)(a+ 1), a € R.
Prvo rjeSenje.
Nakon sredivanja dana jednadzba prelazi u kvadratnu jednadzbu
5% — 2(5a + 3)x + 5a® + 6a +1 = 0. 1 bod
Neka je A = x1 — x5. Tada je
A% = (11 — 29)? = 2% — 22129 + 75 = (21 + 22)* — 42170 2 boda
Primijenimo Vieteove formule na rjesenja x, xs.
2(ba + 3 5a% + 6a + 1
5 5
Tada je
2 (26a+3) t 450° +6a+1 _ 4(250” + 30 +9) — 20(5a” + 6a + 1)
B 5 5 B 25 ’

2 : 4

odnosno A* = — pa je |r3 — 9| = —. 2 boda

25 5
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Drugo rjeSenje.

Nakon sredivanja dana jednadzba prelazi u kvadratnu jednadzbu
5% — 2(5a + 3)x + 5a® + 6a +1 = 0.

Njezina su rjesenja

2(5a+3) £ \/4(5a +3)2 —4-5- (5a? + 6a+1)  2(5a + 3) + 4
T12 = = )

10 10

T =a+1, Ty =a+ —.

5

4
Tada je |x; — z3] = v

Zadatak B-2.3.
. .. e (T2
Neka je f(x) funkcija za koju vrijedi f ( 3
T —
definirana s g(z) = 1/ f(x) — 1. Odredite prirodno podrucje definicije funkcije g(z).

) = 22 + z + 1 te neka je funkcija g(z)

Rjesenje.
3t+2
Uvedemo li supstituciju I+3 = t dobivamo da je x = t+1’ pa iz jednakosti
x — _
2 3t+2\? 3t+2
F(E55) m o e aslind 00 = (F27) + T 42

Funkciju f moZemo pisati i u varijabli z. Tada je funkcija g(x) definirana za sve realne
brojeve = za koje je f(x) — 1 > 0, odnosno

<3$+2>2 3x+2 1222+ 1lx 42

r—1 r—1 (z-12 7

Ova je nejednadzba ekvivalentna nejednadzbi 1222 + 11z + 2 > 0 uz uvjet = # 1.

2 1
RjeSenje nejednadzbe 1222 + 11x + 2 > 0 je interval <—oo, —3} U T oo>,

2 1
te je prirodno podruéje definicije funkcije g interval <—oo, —3] U {—4, 1> U (1, 00).
Napomena: Ako ucenik ne napise uvjet * # 1 i ne uklju¢i ga u podrucje definicije
funkcije g, a sve drugo je tocno napravio treba mu priznati ukupno 4 boda.

Zadatak B-2.4.

Ana je na putovanju po Europi i trenutno se nalazi u jednoj europskoj metropoli.
Svakoj od cetiri prijateljice poslala je poruku o trenutnoj lokaciji. Tamari je rekla da
je trenutno u Parizu ili Londonu, Ivi da je u Becu ili Pragu, Sanja je dobila poruku
da se nalazi u Rimu, a Visnji je rekla da nije u Becu. Takoder je rekla da samo jedna
od njih ima toc¢nu informaciju, te da se nalazi u jednom od spomenutih gradova. Koja
prijateljica ima to¢nu informaciju i gdje se nalazi Ana? Je li rjesenje jedinstveno?
Obrazlozite.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2022.
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Prvo rjeSenje.

Pretpostavimo da se Ana nalazi u Parizu ili Londonu. Tada su lazne Ivina i Sanjina
informacija, a istinite Tamarina i Visnjina informacija, sto je kontradikcija buduéi samo
jedna prijateljica moze imati istinitu informaciju.

Ako pretpostavimo da se Ana nalazi u Becu ili Pragu, tada su lazne Tamarina i Sanjina
informacija.

Kako samo jedna informacija smije biti istinita, a u ovom slucaju je to Ivina zakljucu-
jemo da je i Visnjina informacija lazna, odnosno da je Ana u Becu.

Preostaje provjeriti moze 1i Ana biti u Rimu. U tom bi sluc¢aju istinita bila Sanjina
informacija, pa Visnjina mora biti lazna, tj. Sanja bi bila i u Rimu i u Becu sto je
kontradikcija.

Jedino moguce rjesenje je da je Ana u Becu, a tada moze biti istinita samo Ivina
informacija.

Napomena: Ako ucenik krene od pretpostavke da se Ana nalazi u Becu ili Pragu i
odmah utvrdi da se Ana nalazi u Becu bez dodatne provjere moze li se Ana nalaziti u
Parizu, Londonu ili Rimu moze dobiti samo 3 boda.

Napomena: Ucenik moze krenuti i od pretpostavke da se Ana nalazi u Rimu, Sto
ne utjece na sustav bodovanja. Bitno je da ucenik provjeri sve gradove i utvrdi koja
djevojka ima istinitu informaciju.

Drugo rjeSenje.

Pretpostavimo prvo da je Tamarina informacija istinita, tj. da se Ana nalazi u Parizu
ili Londonu. Tada su sve druge informacije lazne, pa se iz Ivine poruke moze zakljuciti
da nije ni u Be¢u ni u Pragu.

Medutim, tada bi i Visnjina tvrdnja bila istinita, a to nije moguce jer je istinita samo
jedna tvrdnja. Prema tome, Tamarina informacija mora biti lazna, odnosno Ana nije
ni u Parizu ni u Londonu.

Sada pretpostavimo da je istinita Ivina informacija, tj. da se Ana nalazi u Becu ili
Pragu. U ovom je sluc¢aju lazna Visnjina informacija tj. Ana bi trebala biti u Becu.

Ovo rjesenje nije u kontradikciji sa laznoséu Tamarine informacije, buduéi nije ni u
Parizu ni u Londonu.

Jos ostaje za provjeriti Sanjinu informaciju. Kako je i ta informacija lazna, Ana nije u
Rimu sto je u suglasju s rjeSenjem da se nalazi u Becu.

Pokazimo jos da je istinost Ivine informacije jedino moguce rjesenje.

Veé smo pokazali da Tamarina informacija ne moze biti tocna. Ako pretpostavimo
da je to¢na Sanjina informacija, tj. da se Ana nalazi u Rimu, tada je lazna Visnjina
informacija, pa bi trebala biti i u Becu sto je kontradikcija. Prema tome Sanjina
informacija ne moze biti to¢na.

Pretpostavimo li da je Visnjina informacija istinita, tj. da Ana nije u Becu, tada je
lazna Sanjina informacija pa nije ni u Rimu. A iz laznosti Tamarine i Ivine informacije

zakljucujujemo da nije ni u Parizu, Londonu, Bec¢u ni Pragu. Ovo je kontradikcija jer
se mora nalaziti barem u jednom gradu.
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Kako jedino pretpostavka da je Ivina informacija to¢na ne vodi na kontradikciju s
uvjetima zadatka, zakljucujemo da to¢nu informaciju moze imati samo Iva te da se
Ana moze nalaziti samo u Becu.

Napomena: Ucenik moze u rjeSenje zadatka krenuti analizom istinosti informacije koju
je dobila bilo koja djevojka. Da bi dobio sve bodove mora pokazati da je Bec jedino
rjesenje zagonetke, odnosno da samo istinost Ivine informacije ne vodi na kontradikciju.
Ako ucenik dobije tocno rjesenje, ali ne pokaze da je ono jedinstveno moze dobiti najvise
3 boda.

Zadatak B-2.5.

U paralelogramu ABC'D kut s vrhom u tocki B je 120° i stranica AD tri puta je dulja
od stranice AB. Na stranici BC' odabrana je tocka F, a na stranici AD tocka F' tako
da je ABEF romb. Koliki je kosinus kuta FAC?

Rjesenje.

Neka je |AB| = z, <EAC = ¢. Primjenom poucka o kosinusu na trokut ABE
dobivamo:

|AE|* = |AB|* + |BE|> — 2+ |AB| - |BE| cos 120° = 2> + 2* — 2 - 2 - ¥ - cos 120° = 327,
pa je |AE| = zv/3.

Primjenom poucka o kosinusu na trokut ABC' dobivamo:

|AC|? = |AB|*+|BC|* —2-|AB|-|BC| cos 120° = 2° +(3z)* —2-2-3x-cos 120° = 1327,
pa je |[AC| = zv/13.

Primjenom poucka o kosinusu na trokut AEC dobivamo:

|AC? + |AE|? — |[EC|>  132% +32% —42®  2V/39
2-|AC| - |AE] T 2.2/13-2v3 13

cos p =

Napomena: Do zakljucka da je |AE| = xv/3 moglo se dodi i iz ¢injenice da je trokut
LAE
ABE jednakokracan i relacije sin 60° = M sto takoder vrijedi 2 boda.
x
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Zadatak B-2.6.

U pravokutnom trokutu duljine svih stranica su dvoznamenkasti prirodni brojevi. Ako
broju koji je duljina jedne katete zamijenimo znamenke jedinica i desetica dobit ¢emo
duljinu hipotenuze tog trokuta. Odredite duljine stranica trokuta.

Rjesenje.

Neka je 7y = 10x 4+ y duljina katete a. Tada je duljina hipotenuze c =gz = 10y + z i
redom vrijedi:

(10z +y)? + b* = (10y + x)?,
1002% + 20zy + 3° + b* = 100y + 20zy + 22,
b = 99y? — 9922,
v’ =3 11(y — 2)(y + 2).

Kako je s lijeve strane kvadrat prirodnog broja, a x i y su jednoznamenkasti brojevi

mora vrijediti da je y +z = 11, dok y — x mora takoder biti kvadrat prirodnog broja.
Ovo nas vodi na sljedece slucajeve:

LLy+x=11,y—x=9
Rjesenje ovog sustava je y = 10, z = 1 Sto ne moze biti rjesenje zadatka jer je y
jednoznamenkasti broj (znamenka).

2. y+x=11, y—xz =4

Rjesenje ovog sustava je y = 50 E= Sto ne moze biti rjesenje zadatka jer su

x iy prirodni brojevi (znamenke).

5 7
2

. y+rx=11,y—z=1
Rjesenje ovog sustava je y = 6, © = 5.
Sada je b* =32 -11%2-1, te je b = 33.

Prema svemu navedenom radi se o pravokutnom trokutu ¢ije su katete duljina 56 i 33,
dok mu je hipotenuza duljine 65.

Zadatak B-2.7.

Na grafu funkcije f(x) = —z%+ 2022z plavom su bojom oznadene sve cjelobrojne tocke
(x,y) za koje je y > —2023. Na osi apscisa crvenom su bojom oznaéene sve cjelobrojne
tocke (z,0) takve da je a < z < b, f(a) = f(b) = 0. Koliko ima razli¢itih trokuta
kojima su vrhovi dvije plave tocke i jedna crvena tocka?
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Rjesenje.

0 2022 &

(11, -2023) (2023, —2023)

Graf zadane funkcije je parabola kojoj su nultocke (0,0) i (2022,0).

Prema uvjetu iz zadatka na osi apscisa treba oznaciti sve tocke koje su izmedu nul-
tocaka. To su tocke od (1,0) do (2021, 0), odnosno 2021 tocka je oznacena crvenom
bojom.

Broj plavih tocaka ovisi o uvjetu y > —2023. Trazimo uvjet na apscise tocaka kojima
je ordinata veca ili jednaka 2023. Stoga treba rijesiti nejednadzbu

—x? + 2022z > —2023,
odnosno 2 — 2022z — 2023 < 0 §to moZemo zapisati u obliku umnoska

(z + 1)(z — 2023) < 0.

Rjesenje ove kvadratne nejednadzbe je z € [—1,2023].

Broj trazenih cjelobrojnih tocaka na paraboli jednak je broju cijelih brojeva iz dobive-
nog intervala, a to je 2025.

2025 - 2024
Od plavih tocaka dva vrha mozemo odabrati na — s nacina, a

jedan crveni vrh mozemo odabrati na 2021 nacin.

Odatle je ukupan broj trokuta koji imaju dva plava i jedan crveni vrh jednak

2025 - 2024

ali od tog broja moramo oduzeti trokute kojima su dva plava vrha u (0,0) i (2022,0)
a treé¢i vrh je jedna od crvenih tocaka jer su na istom pravcu. Stoga je ukupan broj
trokuta jednak

2025 - 2024 -2021 — 2021 = 2025 - 1012 - 2021 — 2021 = 4141633279.
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Napomena: Prvi bod ucenik moze dobiti i za skicu na kojoj su jasno oznacene nultocke.
Napomena: Postupak rjesavanja nejednazbe x? — 2022z — 2023 < 0 nosi jedan bod.

Ucenik nejednazbu ne mora nuzno rjesavati metodom faktorizacije.

Napomena: Priznaje se bilo koji zapis konac¢nog rjesenja iz posljednjeg reda.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — B varijanta
24. ozujka 2022.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-3.1.

Odpredite sve realne brojeve a za koje postoji realan broj = takav da je

3

cos* zsinz + cos? zsin® x + sin®x = o — 3.

Rjesenje.
Izraz na lijevoj strani jednakosti ¢emo zapisati u pogodnijem obliku i primijeniti osnovni
identitet cos? z + sin?x = 1. Redom slijedi:

cos* rsinz + cos? zsin® z + sinz =

sin z(cos* z + cos® xsin® x + sin? x) =
sin z(cos? z(cos? x + sin? x) + sin? z) =
sin z(cos® x + sin? z) = sin . 2 boda
Tako smo zadanu jednakost sveli na sinx = a? — 3.

Bududi da je —1 < sinx < 1, realan broj x za koji dana jednakost vrijedi postoji samo

ako je —1 < a? -3 < 1. 1 bod
Rjesenje nejednadzbe a? —3 > —1, tj. a® > 2 je a € (—o0, —/2] U [V/2, +00). 1 bod
RjeSenje nejednadzbe a? — 3 < 1, tj. a®> <4 je a € [-2,2]. 1 bod

Dakle, da bi postojao realan broj x takav da je cos* z sin z+cos? z sin® z+sin® z = a?—3,

broj a mora biti iz intervala [—2, —v/2] U [v/2, 2]. 1 bod
Napomena: Pocetni izraz se moze pojednostaviti i na sljede¢i nacin

cos* rsinz + cos? zsin® z + sin®z =

(1 —sin?z)?sina + (1 — sin® z) sin® z + sin® 2 =

3 3

(1 —2sin*z + sin* z) sinz + sin® 2 — sin® z + sin®z =

5

= sinz — 2sin® z + sin® z + 2sin® z — sin® z = sin z,

sto se boduje na isti nac¢in, odnosno nosi 2 boda.
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Napomena: NejednadZba —1 < a? — 3 < 1 mogla se rijesiti i na sljedeéi nacin
—1<a’>-3<1=22<a’<4=>-2<a<—V2VvVv2<a<2?,

$to zamijenjuje analizu dva slucaja, odnosno rjesavanje nejednadzbi a? —3 > —1 i
a® — 3 < 1. Ovaj postupak se moZe priznati samo ako je u potpunosti toc¢an i to sa 2
boda koja zamijenjuju analizu navedena dva slucaja.

Zadatak B-3.2.
Odredite nultocke funkcije f : R — R, f(x) = log,(18 - 4* — 8 -2 + 1) — 2z — 1.
Rjesenje.
Nultocke zadane funkcije su rjesenja jednadzbe f(x) = 0.
Dakle, treba rijesiti jednadzbu log,(18 - 4% —8-2* + 1) — 2z — 1 = 0.
Jednadzbu mozemo zapisati u sljede¢em obliku:
log,(18 -4* —8 -2 +1) =2z + 1, 1 bod
odnosno
log, (18 - 4% — 8- 2% + 1) = log, 2% 1. 1 bod
Tada redom slijedi
18-4% —8.2% 41 = 22+
18-4" —8-2"+1=2-4",
16-4" —8-2"+1=0. 2 boda
Mozemo uvesti zamjenu ¢ = 2% pa rijesiti pripadnu kvadratnu jednadzbu ili uociti da
je posljednji izraz jednak (4 - 2% — 1)? = 0. Odatle zaklju¢ujemo da je

2" = 1 bod

1
47
T = —2. 1 bod

Napomena: Iz izraza log,(18-4%* —8-2741) = 2z+1 se do izraza 18-4%—8-27+1 = 22¢+1
moglo dodi i primjenom relacije log, b = ¢ < a° = b te taj nacin takoder treba bodovati
s jednim bodom.

Napomena: U zadatku je zadana domena funkcije pa njenu prirodnu domenu nije po-
trebno odredivati. Iz istog razloga nije potrebno zapisivati uvjet koji treba vrijediti da
bi pripadna logaritamska jednadzba imala smisla.

Zadatak B-3.3.

AB 2
|]AC’; = \/_—; VG i <BAC = 45°. Odredite mjere preostala

U trokutu ABC vrijedi
dva kuta trokuta ABC.
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Prvo rjeSenje.

c \/§+\/5i

Uz oznake kao na slici je - =

b 2
V2 + 6
9

a = 45°.

Uvrstimo li ¢ = b u poucak o kosinusu, dobivamo sljede¢i niz jednakosti:

a’ = b* + ¢ — 2bccos a,

2
2 2
ad=b+ (Wb) — 2[)\/—;—\/617008 45°, 1 bod
R 8+2\/ﬁb2_ 2+\/Eb27
4 2
4 12 2 12
2oy ATVIZE 24 V12,
2 2
a® = b* + b,
a? = 2b%.
Dakle, a = v/2b. 2 boda

Primjenom poucka o sinusima dobivamo

Sinﬁzbsma:bsm% :1. 1 bod
a V2b 2

1
Iz sin 8 = 5 i a = 45° zakljucujemo da kut S mora biti Siljasti kut, odnosno da je
B = 30°. 1 bod
v =180° —a — f = 180° — 45° — 30° = 105°. 1 bod
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Drugo rjeSenje.

2
Uz oznake kao na slici je g = \/_—;-\/6 i

Iz poucka o zbroju kutova u trokutu dobiva se

a = 45°.

v =180° —a — [ =180° — 45° — B = 135° — (5. 1 bod
Prema poucku o sinusima dobivamo - STﬂ, pa je
b sing

siny V246

= 1
sin 8 2 bod
sin(135° — 8)  vV2+6
sin 3 N 2
sin 135° - cos B — cos 135° - sin (8 V2 + 6 1 bod
= o)
sin /3 2 7
pri ¢cemu se koristila adicijska formula za funkciju sinus. Uvrstimo li u taj izraz da je
2 2
cos 135° = —£, sin 135° = £ te da je ctg f = Cf)iﬁ dobivamo
2 2 sin 3
2 2 2 6
2 2 2
Slijedi da je ctg 8 = /3, odnosno 8 = 30°. 1 bod
Konac¢no je v = 135° — 3 = 135° — 30° = 105°. 1 bod

Zadatak B-3.4.

Zadana je kvadratna mreza dimenzija 20 x 20. U jedno polje te mreze upisana je nula.
U preostala polja treba upisati prirodne brojeve tako da razlika brojeva u susjednim
poljima bude najvise 5. Susjednim poljima smatramo polja koja imaju zajednicku
stranicu. Dokazite da postoje barem tri takva polja u koja je upisan isti broj.
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Rjesenje.

Krenimo od polja u kojemu je 0. Da bismo iz tog polja dosli do bilo kojeg drugog polja,
potrebno je napraviti najvise 38 koraka. Naime, najveéi broj koraka bi se postigao ako
bi 0 bila u jednom kutu, a mi se zelimo pomaknuti u suprotni kut. Tada trebamo
napraviti 19 horizontalnih i 19 vertikalnih pomaka, odnosno 38 koraka.

U svakom je koraku dozvoljeno povecanje za najvise 5 pa je najveci broj koji se moze
pojaviti u mrezi jednak 38 - 5 = 190.

Dakle, u mrezu je moguce upisati najvise 191 razliciti broj.

Kad bi se svaki od tih brojeva javljao manje od tri puta, tada bi bilo upisano najvise
2 - 191 = 382 broja, a tablica ima 400 mjesta.

Prema tome u mrezi se nalaze barem tri polja u kojima je zapisan isti broj.

Zadatak B-3.5.

U uspravni stozac upisana je kugla polumjera 1. Izvodnica zatvara s bazom stosca kut
od 60°. Stozac je presjecen ravninom koja je paralelna s bazom stosca i dodiruje kuglu.
Kolika je povrsina presjeka te ravnine i stosca?

Prvo rjeSenje.

Na slici je prikazan osni presjek zadanog stosca i upisane kugle.

=
&

S
S
A R

Uz oznake kao na slici iz pravokutnog trokuta AN.S dobivamo da je

«Q r T 1
tg—=—=—=>R= = = /3.
597 R tg2  tg30° V3

Trapez ABCD je tangencijalni pa vrijedi da je 2R+2r =2y = y = R+1 = V/3+71.
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2
Nadalje, iz pravokutnog trokuta EBC' dobivamo sin a = il pa je
Y

2r 2 4/3
" gina sin60° 3
43
e 3=
3 \/_ 3

™
Dakle, povrSina presjeka ravnine i stosca jednaka je P =1r? - = 3

Kako je r1 = y — R konac¢no dobivamo r; =

Drugo rjeSenje.

Na slici je prikazan osni presjek zadanog stosca i upisane kugle.

A%

NV
Iz pravokutnog trokuta ANV dobivamo tga = ’| I N]" odakle slijedi

INV|=tga-R=1tg60° -3 =3.

AN DM
Trokut ANV slican je trokutu DMV . Stoga vrijedi ||NV|| = ||MV||’
R n
INV|  |MV|

R-[MV| R-(INV|-2r) +3-3-2) 3

Dakle, dobi = = = =
akle, dobivamo 7; NV NV 5

Kona¢no, povrsina presjeka ravnine i stoica jednaka je P =7r? - 1 =
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Zadatak B-3.6.

Rijesite sustav nejednadzbi

{\/9:152 — 122+ 5 > sinx,

s
|z| — 5 < cosz.

Rjesenje.
RjeSenje prve nejednadzbe mora ispunjavati uvjet 922 — 12z + 5 > 0.

Kako je diskriminanta pripadne kvadratne jednadzbe D = —36 negativna, a vodeci
koeficijent veéi od nule, zakljuc¢ujemo uvjet je ispunjen za svaki z € R.

Buduéi da je najmanja moguéa vrijednost funkcije f(x) = 922 — 12z + 5 jednaka

_4ac—b2 B

= 1
Yo 4a )

isinz € [—1,1], zakljuéujemo da je nejednakost /922 — 122 + 5 > sin z ispunjena za
svaki realan broj x.

T
Nacrtajmo u istom koordinatnom sustavu graf funkcije g(z) = |z| — 5 i graf funkcije

h(z) = cosx.

T

Uocimo da grafovi funkcija g(x) = |z| — = i h(x) = cosz imaju zajednicka sjecista s
T T

x osi, tocke (—2,O> i (2, O) te da su im to jedine zajednicke tocke, sto je ocito iz

grafickog prikaza.

Nadalje, graf funkcije g(z) = |z| — g se nalazi ispod grafa funkcije h(z) = cosz izmedu

3 i 5 pa je rjesenje druge nejednadzbe z € 95

T . |:7T7T

T
Kako je rjesenje prve nejednadzbe svaki realan broj z, a rjesenje druge [—2, 2], za-

klju¢ujemo da je rjesenje danog sustava x € {—g, 72r]
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Napomena: Ako ucenik ne navede da grafovi funkcija ¢ i h nemaju drugih sjecista

osim <—72T, O> i (;T, 0> treba oduzeti jedan bod. Prihvaca se i sljede¢e obrazlozenje.

Na intervalima <72r’72r+ 1> i <—72T -1, —72T> je h(z) <0, g(z) >0,azaz > g +1i
za T < —g — 1 funkcija g(z) > 1 pa se grafovi funkcija ¢ i h ne sijeku desno od tocke

g, odnosno lijevo od tocke —g.

Zadatak B-3.7.

Odredite sve cijele brojeve a za koje su rjeSenja jednadzbe 2% — (3 + a)r + 3a + 3 =0
takoder cijeli brojevi. Koji su to brojevi?

Prvo rjeSenje.

Primjenom Vieteovih formula na rjesenja x1, x5 dane jednadzbe dobivamo:

{x1+x2:3+a,

Ty Ty = 3a + 3. 2 boda
. c. . . . 31’2 —6
Izrazimo li iz jednakosti (x) npr. 1 preko xq, dobivamo z; = 7 2 boda
To —
Sada x; mozemo zapisati u obliku
3rg—6  3(xg—3)+3 3
= = =3 ) *%) 2 bod
T LE2—3 .’,172—3 +.’L’2—3 ( ) oda
Kako je x; cijeli broj, iz jednakosti (xx) zakljucujemo da je zo — 3 € {1,3,—1, —3}.
Dakle, imamo sljede¢e mogucénosti:
To—3=1=ax9=4= 21 =06,
To—3=3=>129=06= 121 =4,
$2—3:—1:>£L'2:2:>£L'1:0,
To—3=-3=>19=0= 2 = 2. 2 boda
Iz 1 = 6, x9 = 4 1 jednakosti (x) dobivamo a = 7, analogno kao i iz zy =4 i 29 = 6. 1 bod
Iz 21 = 0, 9 = 2 i jednakosti (x) dobivamo a = —1, analogno kaoiiz z; =2ixs =0. 1 bod

Dakle, samo za cijele brojeve a = —1 i a = 7 su rjesenja jednadzbe
22 — (3 + a)x + 3a + 3 = 0 takoder cijeli brojevi.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2022. 28/38



Drugo rjeSenje.

Da bi rjeSenja jednadzbe 2% — (3 + a)z + 3a + 3 = 0 bili cijeli brojevi nuZno je da je
diskriminanta te jednadzbe potpuni kvadrat. Izracunajmo diskriminantu.

D= (3+a)’—4(3a+3)=a®>—6a— 3.

Dakle, zaklju¢ujemo da je
a® — 6a — 3 = b (%)

Izraz (x) mozemo zapisati u obliku (a — 3)? — 12 = b2, b > 0, odakle dobivamo
(a —3)? = b* = 12, odnosno

(a—3—"b)(a—3+0b)=12. (%x)

Kako su a i b cijeli brojevi, b > 0 imamo sljede¢e moguénosti:

—-3-b=1 1

1. ¢ :>a:—9§éZ,
a—3+b=12 2

2. a-3-b=2 =a=7,
a—3+b=
a—3—-b=3 13

3. =>a=—¢&7,
{a—3+b: ¢ 2¢
a—3—b=—-12 7

4. =a=—-¢1,
{a—?)—l—b:—l ¢ 2¢

5 a3 b="6
a—3+b=-2

a—3—-—b=-4 1
6. =Sa=——¢&7Z.
{a—3+b=—3 2¢

Za a = 7 dobivamo jednadzbu 2? — 10z + 24 = 0 ¢ije su nultocke z; = 4 i x5 = 6 cijeli
brojevi.
Za a = —1 dobivamo jednadzbu z? — 2z = 0 ¢ije su nultocke 7; = 0 i 2o = 2 cijeli
brojevi.

Napomena: Ucenik u drugom rjesenju moze iskljuciti slucajeve u kojima se promatra
rastav broja 12 na djelitelje razlicite parnosti pa zadatak svesti odmah samo na dva
slucaja koja vode do rjesenja. Pri tome mora napomenuti zasto promatra samo ta dva
slucaja. Ako to nije napravio, a sve drugo ima to¢no oduzeti 2 boda.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2022.

2 boda

6 bodova

1 bod

1 bod

29/38



Trece rjesenje.
JednadZbu 2% — (3 +a)z + 3a + 3 = 0 moZemo zapisati u obliku (z —a)(z —3) = —3. 3 boda
Prema uvjetu zadatka x i a su cijeli brojevi, pa je tada x — a cijeli broj, kao i x — 3. 1 bod

Prema tome imamo sljedece slucajeve:

—a=1

1.7 —2=0, a=—1, 1 bod
r—3=-3
r—a=—1

2.{ =r=6 a=7T1, 1 bod
T —3 =

3. 07797 Sr=2 a=-1, 1 bod
r—3=-1

4. {:L'—a:—?) =x=4, a=T. 1 bod
rT—3=

Kako je zadana jednadzba kvadratna, za svaki dobiveni @ mozemo imati najvise dva
razli¢ita rjesenja. Iz provedene analize svaki dobiveni a daje dva rjesenja ¢ime su svi
uvjeti zadatka zadovoljeni. Za a = —1 rjeSenja su 1 =01 x5 = 2, a za a = 7 rjesenja
suxr;=4ix9=6. 2 boda
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — B varijanta
24. ozujka 2022.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-4.1.

Za koje je vrijednosti realnoga broja x zbroj trecega i petoga ¢lana u razvoju binoma
<\/2_l“ + 2:v2+1)” jednak 135 ako je zbroj binomnih koeficijenata posljednja tri ¢lana
toga razvoja jednak 227

Rjesenje.

Zbroj binomnih koeficijenata posljednja tri ¢lana jednak je zbroju binomnih koeficije-
nata prva tri ¢lana pa mozemo pisati:

n n n n n n
=22 ili = 22.
Nakon raspisivanja i binomnih koeficijenata i sredivanja dobivamo kvadratnu jednadzbu

n? +n — 42 = 0 ¢&ja su rjesenja n; = —7 i ny = 6.

Buduéi je n prirodan broj, jedino moguce rjesenje je n = 6.

Ozna¢imo s Ti11 (k+ 1). ¢lan u razvoju binoma (a + b)". Tada je Ty = (Z) a"kpF

pa su tredi i peti ¢lan razvoja binoma jednaki:

15 = <6> (\/27)4 (2962“>2 — 15. 9%+

2

—x+1

Ts = (i)(\@ﬂ (2 2 )4 _15.92%

Prema uvjetu zadatka je T3 4+ T5 = 135 pa treba rijesiti jednadzbu
15- 2%+ 1 15. 2272 — 135,

1
Uvodenjem supstitucije 2* = t dobivamo 2t?> — 9t + 4 = 0, odnosno, t; = 3 ity =4.

Iz 2% = t, trazene vrijednosti su 1 = —1 1 x5 = 2.
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Zadatak B-4.2.

Polumjer osnovke, izvodnica i visina uspravnog stosca u nekom su poretku tri uzastopna

¢lana rastuéega aritmetickog niza. Ako je povrsina osnoga presjeka stoSca 300 cm?,

koliki je njegov obujam?

Rjesenje.

Ako polumjer, izvodnica i visina ¢ine aritmeticki niz s razlikom d, dva su moguca
slucaja:

1. slucaj: r=ay, v=a1+d, s=ay+2d 1 bod
2.slucaj: v=ay, r=a1+d, s=a;+2d 1 bod

Prvi slucaj:

Prema svojstvu aritmetickoga niza vrijedid = v—ris=a;+2d =r+2(v—r) = 2v—r.

1 bod
1
Povrsina osnoga presjeka stosca jednakokracan je trokut i vrijedi P = 5-27’-7)7 odnosno,
rv = 300.
Za izvodnicu prema Pitagorinu poucku vrijedi s* = r? +v? pa je (20 —1)? = r? 4+ 0%
odnosno:
3v% = 4rv =4 - 300.
Iz toga slijedi da je v =20 cm i » = 15 c¢cm pa je trazeni obujam:
1
Vi= 57“27?22 = 15007 cm?®. 1 bod
Drugi slucaj:
Prema svojstvu aritmetickoga niza vrijedid = r—vis = a;+2d = v+2(r—v) = 2r—o.
1 bod
1
Povrsina osnoga presjeka stosca jednakokracan je trokut i vrijedi P = 5-27’-07 odnosno,
rv = 300.
Za izvodnicu prema Pitagorinu poucku vrijedi s* = r? +v? pa je (2r —v)? = r? 4+ 0%
odnosno:
3r? = 4rv = 4 - 300.
Iz toga slijedi da je r = 20 cm i v = 15 c¢m pa je trazeni obujam:
1
Vo = gr%w = 20007 cm®. 1 bod
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Zadatak B-4.3.

Ako je z + 271 = 2cos 5°, koliko je (22922 — p72022)2022 9

RjeSenje.

Iz z + 27! = 2 cos 5° nakon mnozenja brojem z dobivamo kvadratnu jednadzbu:
2?2 — (2cos5%)z +1 = 0.

Njezina su rjesenja:

2cosH® & v/4cos?2he —4 _ 2cos5° £ 2v/cos25° — 1
2 B 2

= cosH° £ 7sin 5°.

21,2 =

Tada je:

22?2 — (cos 5° £ 5in 5°)2°?? = cos 10110° 47 sin 10110° = cos 30° 4 sin 30° =

3 1
27292 = (cos5° £ isin 5°) 7% = cos(—30°) £ isin(—30°) = \2_ + 52

Konacno, vrijednost trazenoga izraza jest:

(22022 _ ,—2022)2022 _ <\/§ + 12 B <\/§

2022
2 2 v Z)) — (:l:?:)2022 — Z'2022 — Z'2 — _1

1
2 T3
Zadatak B-4.4.

1 35
Ako je f: R\{0} = R, f(z) = (z+a) ( + b) neparna funkcija i f(a*) + f(a) = 5
x
odredite realne brojeve a i b.
Rjesenje.
Bududi je funkcija f neparna funkcija, za sve realne brojeve x iz njezine domene vrijedi
f(=x) = —f(x).

Neka je x = 1. (Moze se uzeti bilo koji realan broj razli¢it od 0 ili opéenito x.)

Tada je f(—1) = —f(1), odnosno, (=1 +a)(—1+0b) = —(1 4+ a)(1 +b).

Nakon sredivanja tog izraza dobivamo ab = —1.
35 1
Iz uvijeta f(a®) + f(a) = 5 i b= —— slijedi:
a

o) wrn(t-1) -

iz ¢ega dobivamo jednadzbu:

1 35
~ —a = —, odnosno, 6a® + 35a — 6 = 0.
a 6

1
Njezina su rjeSenja ay = —6 1 ay = 6’

1
a iz ab = —1 slijedi b; = 6 iby=—6.
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Zadatak B-4.5.

Odredite sve prirodne brojeve y > 1 koji zadovoljavaju jednadzbu

1
logg,, ¥y — 3log, Vsinz = 2’ pri ¢emu je z € {g, 7?]
Rjesenje.
Zapisimo danu jednadzbu na sljede¢i nacin:

3 1 1

log, y— o =
OBsina ¥ 2 1Ogsinx Yy 2

Uvedimo supstituciju ¢t = logg,, ¥ ¢ime ova jednadzba prelazi ut — - - — = —.

Uoc¢imo da vrijedi ¢t = logg,, , ¥ > 0 zbog y > 1 pa je gornja jednadzba ekvivalenta s
2t -t —3=0.

3
Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su t; = —11ity = 3"

3
Dakle, log;, ,y = —1ililogg, .,y = 2 odnosno:

3
2.

1
y=—ili y = (sinx)
sinx
3 3
2 2

Rjesenje y = (sinx)2 odbacujemo jer je y > 1, a (sinz)2 < 1.

T T T
Na zadanome intervalu {6’ 3] vrijedi 5 <z <

a kako je funkcija sinus rastuc¢a na tom intervalu, slijedi:

o ‘ o . V3 2 1
sin & <sina < sin -, odnosno, - <sinw < —— pa je —= <

2 2 V3 T osinz

T
3 Y

<2

2
Dakle, y € |—, 2|.
/ [ﬁ ]

Buduéi je y prirodan broj i y > 1, jedino je rjeSenje y = 2.

Zadatak B-4.6.

Dizalo u jednoj voznji moze prevesti najvise osmero ljudi. Jedanaest stanara, medu
kojima su i dvojica posvadanih, ¢eka dizalo i svi idu na isti kat. Kolika je vjerojatnost
da ¢e se u dizalu naci posvadani stanari ako se svi stanari trebaju prevesti dizalom u
minimalnom broju voznji?

Rjesenje.

Jedanaest stanara dizalo moze prevesti u najmanje dvije voznje.

Odredimo najprije ukupan broj nacina na koji je moguce prevesti sve stanare, bez
obzira na posvadanu dvojicu.

U dvije voznje dizalo moze prevoziti:

3 stanara u prvoj +8 stanara u drugoj voznji ili obratno 8 + 3, zatim 4 4+ 7 ili 7+ 4 te
5+6ili 6+ 5. U prvom sluc¢aju od 11 stanara biramo njih 3 koji idu u prvoj voznji (ili
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11 11
8 stanara koji idu u drugoj voznji) na (3) = <8> = 165 nacina. Ocito je isti broj
nacina i ako se u prvoj voznji preveze 8 stanara, a u drugoj njih 3, pa je ukupan broj
11

nacina za prijevoz 3 + 8 i 8 + 3 jednak 2 - < 5 ) = 330. 2 boda
Broj nacina da dizalo preveze u prvoj voznji 4, a u drugoj 7 stanara ili obratno iznosi

11
2-( >:660. 1 bod

4
Broj nac¢ina da dizalo preveze u prvoj voznji 5, a u drugoj voznji 6 stanara ili obratno

11
iznosi 2 - <5> =2-462 = 924. 1 bod
11 11 11

Dakle, ukupan broj nacina je 2 (( 3) + <4> + (5 )) = 1914. 1 bod

Odredimo i broj nac¢ina u kojima su dvojica posvadanih stanara zajedno u dizalu.

U svakoj od kombinacija voznji (3+8, 843, 447, 7+4, 546, 6+5) posvadani stanari
idu u dizalo zajedno ili u prvoj ili drugoj voznji i dovoljno je odabrati ostale stanare u
dizalu od ukupno 9 preostalih stanara.

Ako dizalo u prvoj voznji prevozi 3 stanara, medu kojima su dvojica posvadanih, preos-
9
taje odabrati samo jednoga od preostalih 9 stanara sto mozemo napraviti na <1> =9

nac¢ina. Ako dizalo u prvoj voznji prevozi 3 stanara, a medu njima nisu dvojica po-
svadanih, onda je broj nacina jednak broju odabira 3 stanara od njih 9, odnosno,

iR

Ako dizalo u prvoj voznji prevozi 8 stanara, medu kojima su dvojica posvadanih, biramo

9 9
6 stanara od preostalih 9 na (6) = (3) = 84 nacina. Ako su dvojica posvadanih u

9
drugoj voznji, broj nacina odabira preostalog ¢lana jest =9. 2 boda

9 9
Ukupan broj nac¢ina u kombinaciji voznji 3+ 8 i 8+ 3 jednak je 2 <<1> + (6)) = 186.
Analogno ¢emo racunati i za preostale slucajeve.

9 9
U kombinaciji voznji 4 4+ 71 7 + 4 jednak je 2 <<2> + ( )) = 324.

5
e . . . 9 9
U kombinaciji voznji 546 i 6 + 5 jednak je 2 ((3) + (4)) = 420. 2 boda

Konacno, vjerojatnost da se posvadani stanari nadu zajedno u liftu je:

(@ +E)+ G+ @) +E)+()-2_ 00 _ 15 1 bod

1914 © 1914 319°
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Zadatak B-4.7.

U jednakostrani¢nom trokutu ABC to¢ka D je na stranici AB, tocka E na stranici
BC i toctka F na stranici AC. Pri tome je |AD| =3, |CE| =2 i <DFE = 60°. Ako

3
je povrsina trokuta DEF' jednaka 5\/5, odredite povrsinu trokuta ABC'.

Prvo rjesenje.

Oznac¢imo s x stranicu trokuta ABC' te ostale stranice kao na skici. Promatrajudi
povrsine trokuta sa slike dobivamo sljedeé¢i niz jednakosti:

P(ABC) = P(ADF)+ P(DBE)+ P(CFE)+ P(DEF) 1 bod
:1:'2;/3 = ;\AD! - |AF| sin 60° + ;]DB| - | BE|sin 60° + ;]C’E| - |CF|sin60° + 2\/3
2
Ii/gz?)?‘I/gy+(x—3)(x—2)\f+(x—y)\f+g\/§
2 =3y+ (z—-3)(zr—2)+2(x—y)+6
2 =3y+2*—5r+6+22—2y+6
y =3z —12 (%) 2 boda
Kut <DFC vanjski je kut trokuta ADF pa vrijedi:
IADFC = <DAF +<FDA =60°+ <FDA,
a kako je <DFC = 60° + <EFC, slijedi da je <EFC = <FDA. 1 bod
Dakle, trokuti ADF i CFFE imaju dva sukladna kuta pa su sli¢ni prema poucku KK. 1 bod

Tada vrijedi = %, iz Cega slijedi zy — y* = 6. 1 bod

r—y
Uvrstimo li u ovaj izraz y iz jednakosti (*) redom slijedi:
r(3r —y)— 3z —12)2 =6
3% — 120 — 92 + 720 — 144 =6
62% — 60z + 150 = 0

22 — 10z + 25 = 0. 2 boda

Rjesenje dobivene jednadzbe je x = 5. 1 bod
25v/3

Konacno, P(ABC) = ZI/_ 1 bod
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Napomena:

Ako je ucenik raspisao poucak o kosinusu za svaki od Cetiri trokuta, ali nije iz njih
dobio vezu izmedu x i y, moze dobiti samo 1 bod za sve raspisane poucke. Ukoliko je
dobio neku to¢nu vezu izmedu z i y, ali nije uocio sli¢nost i nije racunao x i y, dobiva

3 boda.

Drugo rjeSenje.

Uz oznake kao na slici i prema uvjetu zadatka primjenom formule za povrsinu trokuta
absin <(a, b)

P = 5 slijedi:

P = absi; 00° _ 3\2/§, odnosno, ab = 6. (**) 1 bod
Primijenimo poucak o sinusima na trokute ADF i FEC. Tada je:

SiI?l)Oé - sina60o : siiﬁ - sinb60°' 1 bod
Iz dobivenih jednakosti slijedi da je a = 3v3 b V3 1 bod

2sina’ sin 3
Uvrstavanjem a i b u jednakost (**) dobiva se:

3V3 . V3 3 1 bod

: - = 6, odnosno, sina -sin § = —.
2sina sin 3 4

Kako je a + 8 = 180° — 60° = 120°, 1 bod
slijedi da je sina - sin(120° — a) = i

Koristeéi formule pretvorbe slijedi: ; (cos(av — 120° + o) — cos(a 4+ 120° — a) = i, 1 bod
odnosno, cos(2a — 120°) = 1 pa je a = 60° i f = 120° — o = 60°. 2 boda

Zakljuéujemo da su trokuti ADF i FEC jednakostranicni pa je |AF| =3, |FC|=2. 1 bod

25v/3
Slijedi da je |[AB| = 5, a trazena povrsina P(ABC) = LI/_ 1 bod
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Napomena:

3
Za rjesavanje jednadzbe sin «v - sin(120° — o) = — umjesto formula pretvorbe mogu se

koristiti i adicijske formule. Tada se jednadzba svodi na jednadzbu
3
V3sina cos a+sin® o = 3 i dalje na tg? a—2v/3tg a+3 = 0 kojoj je rjesenje tg v = /3.

Bilo koji nacin izracunavanja kutova « i 8 iz pocetne jednadzbe vrijedi 3 boda.
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